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SINTESIS
Las técnicas de neuroimagenes no invasivas constituyen herramientas muy poderosas
para el estudio del cerebro humano en vivo. Las imagenes de resonancia magnética
funcional (IRMf), que miden el cambio de oxigenacion en sangre asociado a una
activacion neuronal, es una de las méas populares por su alta resolucién espacial (orden
de milimetros). Sin embargo, debido a la lentitud de la actividad hemodinamica (orden
de segundos) comparada con la escala temporal de los procesos mentales
(milisegundos), técnicas topograficas mas antiguas como la magneto/electro-
encefalografia (M/EEG) basadas en la medicion de la actividad electromagnética
cerebral, siguen siendo fundamentales para el analisis complementario de la dinamica de
las funciones cerebrales. El presente trabajo aprovecha entonces las potencialidades de
la Teoria Bayesiana y propone un marco tedrico comdn para estas dos técnicas
neuroimagenologicas, que sienta las bases para el andlisis de datos combinados
(M/EEG-IRMf) que permiten obtener una alta resolucion espacio-temporal. En
particular, (i) se introduce por vez primera el concepto de promediacién y comparacion
Bayesiana de modelos en el campo de la tomografia electromagnética, (ii) se extienden
los modelos generativos espaciales tradicionales de M/EEG con una componente
temporal y (iii) los modelos temporales de IMRf con una componente espacial, y (iv) se
proponen métodos Bayesianos variacionales para la inversion de estos modelos,
permitiendo una deconvolucién espacio-temporal eficiente de la actividad cerebral
subyacente. En todos los casos, se usan tanto simulaciones como datos reales para

estudiar las propiedades de los modelos propuestos.
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INTRODUCCION GENERAL

En la actualidad, el investigador de neuroimagenes, tiene a su disposicion una gran
variedad de técnicas imagenologicas para el estudio de las funciones del cerebro humano
(Frackowiak y col., 2003). Entre estas, el Electroencefalograma (EEG) registra el voltaje
de electrodos ubicados en el cuero cabelludo, el Magnetoencefalograma (MEG) registra
el campo magnético de sensores ubicados justo por encima de la cabeza y las Imagenes
de Resonancia Magnética funcional (IRMf) registra los cambios en la magnetizacion
debido a variaciones en la oxigenacion de la sangre.

Sin embargo, dado que el objetivo de las neuroimégenes es obtener informacion sobre
las redes neurales que sustentan el funcionamiento del cerebro, uno debe primero
transformar las mediciones obtenidas de los aparatos de imagenes en estimados de
actividad intra-cerebral, ya que hasta ahora, la resolucidn espacial de unas técnicas (EEG
y MEG) vy la resolucion temporal de otras (IRMf), es aun insuficiente. Una tendencia
actual para solucionar este problema, consiste en desarrollar tecnologias que permitan el
registro simultaneo de actividades electromagnéticas y hemodinadmicas. Sin embargo, el
analisis de este tipo de datos continGa siendo un reto para la comunidad
neuroimagenoldgica debido a la falta de modelos generativos adecuados para este tipo
de situaciones, lo cual tiene su origen en la ausencia en este campo de una teoria que
proporcione un marco comun para la modelacion de datos de naturalezas tan diferentes.
Es decir, no basta con mejorar las técnicas y métodos experimentales existentes, sino
que se hace necesario un desarrollo complementario de la teoria y la modelacion, que
posibilite captar cambios en la actividad cerebral a escalas de espacio y tiempo
comparables con la de los procesos mentales. Los metoddlogos de las neuroimagenes se

enfrentan por tanto con un Problema Inverso (PI), “Como se pueden hacer inferencias
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sobre los procesos neurales intra-cerebrales a partir de mediciones extra-cerebrales o
vasculares?”

En el Pl del M/EEG -o reconstruccion de fuentes de corriente-, nos interesa calcular la
Densidad de Corriente Primaria (DCP) dentro del cerebro que genera el M/EEG medido
fuera del mismo. Este problema se encuentra tipicamente mal planteado debido a la no
unicidad de la solucidn, lo cual se debe fundamentalmente a la existencia de fuentes
silentes las cuales no pueden ser medidas sobre la superficie del cuero cabelludo.
Complicaciones adicionales, que surgen cuando tratamos con datos experimentales,
estan relacionadas con (i) el nimero limitado de sensores disponibles, que hacen del Pl
un problema altamente indeterminado; asi como (ii) la alta inestabilidad numérica de la
solucién producto de su alta sensibilidad a pequefias variaciones en el dato, las cuales
estan asociadas al ruido experimental.

En Cabo y col. (2001), los autores discuten el problema de la unicidad del PI del EEG
cuando la DCP tiene una distribucion superficial (la corteza cerebral por ejemplo), y
concluyen que para ese caso, la solucion del Pl es Unica. Sin embargo, en ese trabajo los
autores parten de la suposicién de que el EEG se mide sobre una superficie cerrada, lo
cual es imposible en la practica ya que el voltaje en el area del cuello no puede ser
determinado. En el caso general el Pl del M/EEG continua siendo mal planteado y la
solucion tradicional ha sido la regularizacion (Tikhonov y Arsenin, 1977) espacial del
problema en cada instante de tiempo (Pl instantaneo). Esto se realiza mediante la
introduccién de restricciones espaciales matematicas y/o anatomicas, que asumen la
pertenencia de la solucion a un espacio funcional determinado (de suavidad por ejemplo)
y/o a una region especifica del cerebro (sustancia gris), respectivamente. La modelacion

en este sentido ha evolucionado de métodos simples bidimensionales (Hamél&inen e
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I[Imoniemi, 1984; Gorodnitzky y col., 1992), a enfoques tridimensionales mas
sofisticados (H&mal&inen e Illmoniemi, 1994; loannides y col., 1989; Wang y col., 1992;
Dale y Sereno, 1993; Pascual-Marqui y col., 1994; Fuchs y col., 1995; Gorodnitzky y
col., 1995; Srebro, 1996; Valdés-Sosa y col., 2000), donde cada método asume
restricciones diferentes sobre las propiedades espaciales de la DCP. Sin embargo, el uso
de restricciones diferentes para un mismo dato da lugar a soluciones del PI
esencialmente diferentes entre si, lo cual origina una incertidumbre asociada con la
eleccion de una restriccion matematica o anatomica especifica para explicar los datos.
Por otro lado, el uso de restricciones temporales se ha visto limitado a solo unos pocos
ejemplos, donde un regularizador espacial se combina con uno temporal de manera
totalmente arbitraria (Baillet y Garnero, 1997). Este tipo de procedimiento conduce a
calcular la DCP en todos los instantes de tiempo, por lo que el nimero de incégnitas es
el mismo que en el caso del Pl instantaneo. Es decir, este tipo de enfoque, aunque sirve
para estabilizar la solucién del Pl con respecto a ruidos en los datos, no aporta mucho
desde el punto de vista de la indeterminacion del problema.

En el caso del Pl de las IRMf, a partir de mediciones de los cambios en la oxigenacion
de la sangre, se usan varios modelos estadisticos, como el Modelo Lineal General
(MLG) (Friston y col., 1995), para hacer inferencias sobre cambios en la actividad
neuronal, relacionados con tareas especificas (Frackowiak y col.,, 2004). Estas
activaciones, son dispersadas en tiempo y espacio de acuerdo a una Funcion de
Respuesta Hemodinamica (FRH). En el marco del MLG, las caracteristicas temporales
de esta dispersion se modelan mediante convolucién del estimulo, con un conjunto de
funciones base hemodinamicas (Friston y col.., 1998), asi como usando un proceso

Auto-Regresivo (AR) para modelar las auto-correlaciones temporales en el ruido

12



experimental (MLG-AR). Las caracteristicas espaciales por el contrario, se tienen en
cuenta de manera indirecta mediante el suavizamiento “ad-hoc” del dato en un paso de
pre-procesamiento, usando filtros Gausianos con un ancho de 4 a 8mm (Frackowiak y
col., 2004). Las razones para esta eleccion provienen del teorema del filtro compensado,
(Rosenfeld y Kak, 1982), que establece que cambiando la estructura de frecuencias del
dato hacia la de la sefial de interés, es posible incrementar la Relacion-Sefial-Ruido
(RSR) de esta. Sin embargo, este “suavizamiento” de los datos introduce una correlacion
espacial arbitraria que es necesario tener en cuenta para hacer inferencias sobre los
efectos de interés.

Como vemos, el estado actual de la modelacion tanto del M/EEG como de IRMf, carece
de una formulacion que tenga en cuenta de manera apropiada las caracteristicas espacio-
temporales de estas mediciones. Los procedimientos “ad-hoc” descritos, ademas de ser
insuficientes, hacen imposible el andlisis de datos conjuntos que posibilitarian la
obtencion de imagenes de la actividad cerebral de una alta resolucion tanto espacial
como temporal.

Aungue no se expresa frecuentemente en estos términos, el presente trabajo sostiene que
tanto el PI del M/EEG, como el Pl de IRMf se formulan mucho mejor como problemas
de deconvolucion espacio-temporal basados en el modelo. Por lo tanto, para M/EEG la
deconvolucion que se realiza es principalmente espacial, y para IRMf es principalmente
temporal. Es decir, el conocimiento de los procesos fisicos que subyacen en estos tipos
de mediciones, puede ser usado de manera muy efectiva para formular un modelo
directo o generativo (convolucion), el cual se invierte posteriormente durante la
deconvolucion. En M/EEG, los modelos directos usan las ecuaciones de Maxwell que

determinan la propagacion de los campos electromagnéticos en el espacio intra y extra
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cerebral (Baillet y col., 2001), mientras que en IRMf, los modelos directos comprenden
procesos temporales hemodindmicos (Buxton y col., 1998) y vasculares (Friston y col.,
2000) que relacionan la actividad neuronal con cambios en el volumen y oxigenacion de
la sangre. Para implementar entonces una verdadera deconvolucion espacio-temporal,
los modelos generativos temporales de IRMf, deben ser extendidos con un componente
espacial y los modelos generativos espaciales del M/EEG, con un componente temporal.
Esto se consigue mediante la introduccion de informacion adicional, ya sea espacial o
temporal sobre las magnitudes de interés en cada caso.

Planteamiento del problema

En resumen, nos enfrentamos al problema de hacer inferencias sobre la actividad
intracerebral a partir de mediciones de la actividad electromagnética y hemodinamica
asociada a la misma, donde los modelos directos o generativos existentes son
insuficientes para describir las caracteristicas espaciales y temporales de dichas
mediciones. Al mismo tiempo, dado el desconocimiento actual acerca de muchos
aspectos de la naturaleza de la actividad cerebral, nos enfrentamos al problema adicional
de tener en cuenta la incertidumbre a la hora de elegir entre toda la gama de
suposiciones o restricciones de que disponemos para hacer la inferencia.

Hipotesis

Nuestra hipotesis de trabajo consiste en que la Teoria de Inferencia Bayesiana ofrece una
via eficiente de solucion al Pl del M/EEG y el Pl de IRMf una vez que los modelos
generativos espacio-temporales hayan sido convenientemente formulados teniendo en
cuenta la incertidumbre en la eleccion de las suposiciones del modelo dado.

Nos basamos para esta hipdtesis en que la Teoria de Inferencia Bayesiana brinda una

solucion natural al problema de inferencia planteado, ya que permite introducir la
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informacion espacial y/o temporal deseada mediante la especificacion de distribuciones
de probabilidad a priori sobre los parametros de interes en el modelo generativo. Estas
distribuciones a priori son modificadas por la observacion del dato a través de la
verosimilitud, dando una probabilidad a posteriori, basada en la cual la inferencia sobre
los parametros puede entonces proceder. De esta forma quedan definidos Modelos
Generativos  Probabilisticos (MGPs) espacio-temporales que son invertidos
eficientemente usando métodos de inferencia aproximados. En el esquema Bayesiano de
inferencia descrito la incertidumbre acerca del MGP usado se tiene en cuenta mediante
la inclusién del mismo como una variable aleatoria explicita en la jerarquia Bayesiana y
la especificacion de la probabilidad a priori correspondiente.

Obijetivos generales

El objetivo general de la tesis es la extension de los MGPs implicitos en los métodos
actuales de analisis de M/EEG y IRMf, para incorporar respectivamente informacion
temporal y espacial. Adicionalmente, perseguimos la inversion de estos modelos
mediante algoritmos de inferencia eficientes que a la vez permitan tener en cuenta la
incertidumbre en la seleccion del MGP especifico usado.

Obijetivos especificos

Para lograr lo antes expuesto, el trabajo propone una serie de objetivos especificos que
se detallan a continuacion:

i. Solucién del PI del MEEG bajo restricciones espaciales anatdmicas multiples

de manera que la incertidumbre asociada con la eleccion de la restriccion

anatémica sea tenida en cuenta.
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ii. Extension del MGP implicito en los métodos usuales de reconstruccion de
fuentes del M/EEG, con un componente adicional que incorpore informacion
a priori sobre las caracteristicas temporales de la DCP.

iii. Extension del MGP implicito en los métodos usuales de anélisis de IRMf,
mediante la inclusion de un componente adicional que incorpore informacion
a priori sobre las caracteristicas espaciales de la respuesta hemodinamica.

iv. Inversion eficiente de los MGPs formulados, usando métodos Bayesianos
aproximados, de manera que se garantice la aplicacion de los métodos
propuestos tanto en la practica clinica como en la investigacion cientifica.

Los resultados que aqui se presentan son el producto de varios afios de trabajo y han sido
publicados en varias revistas y eventos internacionales. A continuacion se relacionan las
publicaciones base para cada capitulo. EI Capitulo 1 revisa resultados tedricos ya
establecidos en la literatura Bayesiana, haciendo énfasis en los modelos y métodos
utilizados en el resto de la tesis. EI Capitulo 2 se basa en Trujillo-Barreto y col. (2004), y
describe la aplicacion del esquema de la evidencia y la Promediacion Bayesiana a un
modelo para la reconstruccion de fuentes del M/EEG con restricciones espaciales
anatémicas. En el Capitulo 3 se exponen los resultados de Trujillo-Barreto y col. (2006)
y Penny y col. (2006), donde se formula un MGP para el M/EEG con distribuciones a
priori espacio-temporales, y se usan métodos Bayesianos Variacionales para la inversion
eficiente del MGP propuesto. Estos mismos métodos se usan en Penny y col. (2005a) y
Penny y col. (2005b) para invertir un MGP para el analisis de IRMf con distribuciones a
priori espacio-temporales, lo cual se expone en el Capitulo 4. Adicionalmente, para una
mejor lectura de la tesis los Anexos F y G contienen la notacién empleada, asi como una

tabla con todas las abreviaturas que se utilizan.
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Muchos de los modelos y métodos que se presentan han sido patentados dentro (Valdés-
Sosa y col., 1998) y fuera (Valdés-Sosa y col., 2006) del pais, mientras que otros forman

parte del paquete de programas SPM (siglas en inglées de Mapeo Paramétrico

Estadistico), del Laboratorio de Iméagenes Funcionales de la UCL (University College of
London). Este paquete constituye un punto de referencia a nivel mundial en el analisis de
Neuroimégenes funcionales. En este caso, algunos de los métodos que presentamos
fueron desarrollados como parte de un proyecto de colaboracién cientifica con el

laboratorio mencionado.
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CAPITULO 1

METODOS BAYESIANOS APROXIMADOS
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CAPITULO 1
METODOS BAYESIANOS APROXIMADOS

1.1 Introduccion

Dada la alta dimensionalidad y la complejidad de los problemas que tratamos, el uso de
métodos Bayesianos exactos o analiticos se hace imposible, por lo que en esta tesis
empleamos métodos aproximados. Un grupo de métodos aproximados muy usado son
los métodos de Monte Carlo por Cadenas de Markov (MCMC), pertenecientes a la
familia de métodos aproximados estocasticos. Estos métodos permiten implementar la
Inferencia Bayesiana para modelos probabilisticos arbitrarios. Sin embargo MCMC
comunmente conduce a algoritmos muy costosos, haciendo impracticable su aplicacion
en las Neuroimagenes. Esto ha motivado el desarrollo de métodos Bayesianos
aproximados deterministas cada vez mas sofisticados y de facil implementacion. En este
Capitulo describiremos dos de estos métodos, los cuales seran usados en las aplicaciones
que se muestran en la tesis: (i) el Enfoque de la Evidencia (MacKay, 2003) y (ii) Bayes
Variacional (BV) o Aproximacion de la Energia Libre Negativa (Peterson y Anderson,
1987; Hinton y Van Camp, 1993), que adquiere su nombre del método de la Energia
Libre Variacional de Feynman y Bogoliubov desarrollado en la Fisica Estadistica.
Finalmente, describimos el procedimiento usado para caracterizar efectos de interés

usando Mapas de Probabilidad a Posteriori (MPP).
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1.2 Enfoque de la Evidencia

El MGP mostrado en la Figura 1.1 subyace en un gran namero de aplicaciones de

Neuroiméagenes, como las que tratamos en este trabajo.

Meodelo @
Hiperparametros ((i)
Parametros (9)
Datos @

Figura 1.1 Modelo generativo jerarquico en los que miembros de una clase de modelos (M) se

consideran como parte de la jerarquia.

Es decir, una vez que un modelo es escogido de la distribucion p(M ) sus parametros e
hiperparametros son generados de las a prioris p(6]o,M ) y p(e|M ) respectivamente y

finalmente el dato es generado a partir de la verosimilitud p(Y|9,s,M). Aqui

definimos modelo en el sentido Bayesiano, lo cual incluye tanto la dependencia
funcional entre el dato y los pardmetros de interés (esto solo define la forma de la
verosimilitud), como las suposiciones adoptadas sobre los parametros e hiperparameros
(que estan dadas por las distribuciones a priori respectivas). De manera que podemos

escoger un modelo M, de la clase de modelos M , adoptando una forma especifica para

la verosimilitud y las distribuciones a priori. Adicionalmente entendemos por

hiperparametros, el conjunto de cantidades que controlan la variabilidad de los
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parametros. Por ejemplo, en el caso de distribuciones a priori Gausianas para los
parametros, los hiperparametros serian la media y la varianza de dichas distribuciones.

En el caso del MGP de la Figura 1.1 la distribucién conjunta de se escribe como,

p(Y.0,6,M)=p(Y|0,6,M)p(0]c,M)p(c|M)p(M) (1.1)
A partir de aqui, el marco de la evidencia divide nuestra inferencia en niveles distintos
de inferencia, mediante aplicacion de la regla de Bayes:

Nivel 1: Inferir los pardmetros 6 dado un modelo M y dados valores de los

hiperparametros ¢, mediante la maximizacion de la distribucion a posteriori

p(Y|9,0,M ) p(0|c,M)
p(Y|o,M)

p(6]Y.0,M)= (1.2)

Nivel 2: Inferir los valores de los hiperparametros ¢ dado el modelo M , mediante la

maximizacion de la distribucion a posteriori

p(Y]o:M) p(s|M)
p(YIM)

p(c|Y.M)= (1.3)

Nivel 3: Inferencia sobre los modelos mediante la consideracién de la distribucion a

posteriori

P(Y|M)p(M)
p(Y)

p(M]Y)= (1.4)

Notese que la verosimilitud en los niveles 2 y 3, es la constante de normalizacion de los
niveles 1y 2 respectivamente, y se denomina evidencia para esos niveles. No hay mucha
diferencia en el resultado de los dos primeros niveles cuando comparamos la teoria

Bayesiana con los métodos estadisticos frecuentistas. Sin embargo, es en el tercer nivel
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donde el formalismo Bayesiano es Unico en su clase, dado que no existe un método

frecuentista general para la solucion del problema de la incertidumbre del modelo.

1.2.1 Inferencia condicional de los parametros e hiperparametros

Para el caso de modelos no lineales y distribuciones no Gausianas, el enfoque de la

evidencia obtiene inferencias aproximadas sobre los parametros e hiperparametros

condicionales al modelo M , usando el siguiente procedimiento:

La inferencia en el primer nivel se lleva a cabo usado la aproximacion de
Laplace para la a posteriori (O’Ruaniaidh y Fitzgerald, 1996). Es decir, la a
posteriori se aproxima por una Gausiana centrada en el maximo de la

distribucion y matriz de covarianzas definida por

1. - 0
=, 1)2_60.60. log p(6|Y,6,M) (1.5)

! J

La evidencia p(Y|c,M) se calculada entonces evaluando el determinante

apropiado. Para los modelos lineales bajo suposicién de Gausianidad, esta

aproximacion es exacta.

En el nivel 2 usamos una distribucién a priori p(c|M) no informativa y se

maximiza la verosimilitud p(Y|s,M ) (evidencia del nivel 1), para obtener los

valores mas probables ¢ de los hiperparametros.

El estimador ¢ se sustituye en el nivel 1. Esto define una distribucién de

probabilidad p(9|Y,&, M) que se toma como una buena aproximacion para la

distribucion a posteriori p(6]Y,M ).
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Este procedimiento define entonces un algoritmo iterativo que dado valores iniciales

para @ y &, converge a valores 6ptimos de estas cantidades para el modelo dado.

1.2.2 Inferencia del modelo
Este nivel también se conoce como Comparacion Bayesiana de Modelos y existen dos

formas de llevarla a cabo. Por un lado, la Seleccion de Modelos busca el modelo M, que

maximiza la distribucion de probabilidad a posteriori (1.4) (Smith, 1991). Esta
aproximacion es viable en muchas situaciones, pero en el caso general no es vélida ya
que no tiene en cuenta la incertidumbre asociada con la seleccién de un modelo Unico
para describir los datos, lo que puede conllevar a inferencias sesgadas y decisiones
demasiado riesgosas.

Por otro lado, la Promediacion Bayesiana de Modelos (PBM) brinda un método general
para la consideracion de la incertidumbre del modelo en la inferencia de los parametros
de interés (Hoeting y col., 1999). En este enfoque la inferencia de los parametros se basa

en la distribucion a posteriori

p(0]Y)=>p(0]Y,M,)p(M,|Y), k=0,...,K (1.6)

que se obtiene mediante marginalizacion discreta sobre los modelos. El primer término
del miembro derecho en (1.6) es el resultado de los niveles de inferencia 1 y 2, sin
embargo, el segundo término que corresponde a las distribuciones a posteriori de los
modelos, no es conocido. Para calcularlas, en el presente trabajo adoptamos el punto de
vista de Kass y Raftery (1994), mediante el uso de los llamados Factores de Bayes (FB).

Es decir, dados K+1 modelos M,...,M,, la distribucion a posteriori del k -ésimo

modelo se calcula como (ver Anexo A)
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p(M, |v)=-ZeBeo_ (L7)

Z% By
0

Donde «, = p(M,)/p(M,) paratodo k, y la cantidad
(1.8)

es el FB para los modelos M, y M,. En particular podemos escoger distribuciones a
priori no informativas para los modelos ( p(M )= Const), de donde ¢, =1 para todo k.

Esto indica que no tenemos preferencia a priori por ninguno de los modelos bajo
consideracion. Basados en la definicion (1.8), el FB puede interpretarse como la
evidencia que el dato ofrece a favor de un modelo en comparacion con otro. Para
especificar completamente el FB, necesitamos entonces calcular las evidencias para los

modelos considerados. Para ello, calculamos la constante de normalizacion en (1.3)
p(Y|M)=p(Y[o,M)p(s|M)de (1.9)

En general esta integral es muy dificil de calcular analiticamente, sin embargo en

muchos casos, bajo determinadas condiciones, es posible usar expresiones aproximadas

para la misma. Basados en la distribucion a posteriori (1.6), obtenemos estimadores para

la media y la varianza de los parametros, independientemente de los modelos asumidos

E[9|Y]:;E[O|Y,Mk]- p(M,]Y) (1.10)

var[j|v] :MZ(Var[9|Y, M, J+E[0[Y,M, ] |- p(M,[Y)-E[0]Y]  (111)

donde la media y la covarianza condicionales a cada modelo se obtienen a partir de la

distribucion a posteriori p(8]Y,M) en los dos niveles de inferencia 1 y 2. Como
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podemos ver, la solucion PBM en (1.10) es un promedio de los estimados condicionales
a cada modelo considerado, pesados por la probabilidad a posteriori de los mismos. Esta
solucion favorece entonces a los modelos que reciben mayor soporte de los datos y
penaliza a aquellos con valores bajos de probabilidad a posteriori. Raftery y Madigan
(1997) demuestran que los estimadores PBM poseen un mayor poder de prediccion que

cuando se usa un modelo en particular para la inferencia.

1.2.3 Ventanas de Occam

Existen varias dificultades para el uso préctico de la ecuacién (1.10) cuando el nimero
de modelos a considerar es muy grande, ya que esto conduce al calculo de valores
esperados que son muy costosos computacionalmente. Esto se agrava para problemas de
alta dimensionalidad como en las Neuroimagenes, donde el nimero de variables excede
las decenas de miles. La solucion mas comin consiste en construir estrategias de
busqueda para encontrar un conjunto de modelos reducido que vale la pena tener en
cuenta en la promediacion (Draper, 1995). Una de estas estrategias propone generar una
cadena de Markov para explorar el espacio de modelos y después aproximar (1.10) por
su version muestral (Madigan y York, 1992). Sin embargo, este tipo de método, a pesar
de mostrar el mayor poder de prediccion, consume mucho tiempo de célculo. En las
aplicaciones que describiremos en esta tesis, usaremos un procedimiento determinista
mucho menos costoso, conocido como Ventanas de Occam (VO) (Madigan y Raftery,

1994), el cual se describe en el Anexo A.

1.3 Bayes Variacional o Aproximacion de la Energia Libre Negativa

El enfoque BV o Aproximacion de la Energia Libre Negativa, es un desarrollo

relativamente reciente de la comunidad de aprendizaje de maquinas. En las derivaciones
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gue siguen consideraremos que O contiene tanto a los parametros como a los
hiperpardmetros y nos referiremos a todos en conjunto como pardmetros. Ademas

asumiremos por ahora que solo nos interesa hacer inferencias sobre 6. Como vimos

antes, en este caso la distribucion de interés es la a posteriori p(0|Y,M) y la tarea

consiste entonces en estimar tanto los parametros, como las incertidumbres asociadas
con su estimacién. En muchos casos esta distribucién puede ser muy complicada incluso
para MGPs relativamente simples, haciendo impracticable la estimacién segin el
Enfoque de la Evidencia. Esto se puede conseguir de forma muy eficiente con el enfoque
BV que describiremos a continuacion. Para simplificar la notacién, omitiremos por

ahora la dependencia con el modelo M .

1.3.1 Energia Libre Negativa y divergencia de Kullback-Leibler
Dado el MGP que tratamos, el logaritmo de la evidencia o verosimilitud marginal puede

ser escrito como
Iogp Iq Iogp de Iq Ioglz :
—F+ KL[q(e)H p(9|Y)}

Por el modento q(B) se considera como una densidad arbitraria. Aqui

F= j q(e Iog )de (1.13)

)

se conoce en Fisica como Energia Libre Negativa (ELN) y el segundo término

KL[q(e)Hp( }jq Iog )de (1.14)
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es la divergencia de Kullback-Leibler (divergencia KL) o Entropia Relativa (Cover y
Thomas, 1991), entre la densidad q(ﬂ) y la distribucion a posteriori p(9|Y) :

La ecuacion (1.12) es la ecuacion fundamental del enfoque BV. Nétese que debido a que
la divergencia KL cumple la desigualdad de Gibbs (ver Anexo A), F ofrece una cota

inferior para la evidencia del modelo. Es decir, la divergencia KL es cero solamente

cuando las dos densidades son iguales, por lo que F sera igual a la evidencia del modelo

cuando q(®) sea igual a la distribucién a posteriori. Por esta razon ¢(0) puede ser

interpretada como una distribucion a posteriori aproximada. El enfoque BV entonces

permite hacer suposiciones convenientes sobre q(O) de manera que al maximizar F la

distribucidn a posteriori aproximada se acerca lo méas posible a la exacta.

1.3.2 Aproximacion de Campo Medio

Para obtener un algoritmo de estimacion eficiente debemos también asegurarnos que las
integrales en F sean manejables. Un procedimiento genérico para obtener este objetivo
es asumir que la densidad aproximada se factoriza sobre grupos de pardmetros, lo cual se

conoce en Fisica como Aproximacion de Campo Medio. Es decir:
a(e)=]Ta(e) (1.15)

donde 0, denota el i-ésimo grupo de parametros. Puede demostrarse mediante el calculo

variacional (Lappalainen y Miskin, 2000), que la familia de funciones que maximiza F

en este caso y bajo la condicion de normalizacion es (ver demostracion en el Anexo A)

_exp[1(6))]
9(0,)= jexp[l (6,)]de, (1.10)

donde
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I (Bi):jq(e“ Y )log p(Y,0)de" (1.17)
y 0" denota todos los parametros excepto los del i-ésimo grupo. Esto significa que
podemos determinar la forma analitica dptima de las distribuciones a posteriori
aproximadas, usando la ecuacion (1.16). En este sentido el enfoque BV generaliza la
aproximacion de Laplace, en la cual se fija la forma de la distribucion a posteriori como
Gausianas alrededor de la solucion Méaxima A Posteriori (MAP) (O’Ruaniaidh y
Fitzgerald, 1996). Los principios expuestos, conducen a un conjunto de reglas para la
actualizacién de los parametros de las distribuciones a posteriori aproximadas, cuya

aplicacion iterativa conlleva a la maximizacion de la ELN.

1.3.3 Inferencia del modelo

En el enfoque BV la Comparacion Bayesiana de modelos se basa en el valor de la ELN.
Esto nos permitiria, en principio, optimizar aspectos de interés de nuestro modelo. Es
decir, si hacemos explicita la dependencia con M y aplicamos un razonamiento analogo
al del epigrafe anterior, es posible obtener un esquema BV para la distribucion a
posteriori aproximada del modelo y los pardmetros. En este caso, la ELN y la

divergencia KL estan dadas por

p(6,M,,Y)
Fy = q(0,M, )log—————=do (1.18)

o.M Mzk'[ ( k) Q(G,Mk)

Q(G'Mk)
K = 0,M, )log———*~de 1.19
Lo MZqu( o) 9o (oM, Y] (1.19)

Asumiento ahora la Aproximacion de Campo Medio

q(ﬂ’Mk):q(Mk)q(e) (1.20)

para todo k, la ELN toma la forma

28



Fom :%q(Mk)|:log 2(('\'\;:))+F8Mk} (1.21)

Donde F,, denota la energia libre condicional a un modelo especifico, segin la

M
ecuacion (1.13). Podemos maximizar ahora esta expresion para obtener la distribucion a

posteriori aproximada de los modelos bajo la condicion de normalizacion Zq(Mk ) =1.
My

eFe\Mk p(Mk)

<=2 PO (1.22)
ze i p(MI)

p(M,]Y)

Para ver que F,,, penaliza la complejidad del modelo, reescribimos la ecuacion (1.13),

M
haciendo explicita la dependencia con M . Reagrupando términos tenemos

Fyu = [a(0)log p(Y[0,M)do—KL,,, [a(0)|p(0]M)] (1.23)
donde el primer término es la log-verosimilitud promedio de los datos y el segundo es la
divergencia KL entre la distribucién a posteriori aproximada y la a priori. En esta

ecuacion el término KL crece con el nimero de pardmetros y penaliza asi a los modelos

mas complejos. Por lo tanto Fom contiene términos tanto de precision como de

complejidad, reflejando los dos requerimientos en conflicto de un buen modelo, es decir,
que ajuste los datos y sea al mismo tiempo lo mas simple posible. Al igual que en el
enfoque de la evidencia, podemos hacer inferencia sobre los parametros de interés
usando el marco PBM, basédndonos para ello en la distribucion aproximada (1.22), lo

cual ya demostramos conduce a estimados que no dependen del modelo asumido.
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1.4 Contrastes

Si estamos interesados en realizar pruebas de hipétesis para determinados efectos de
interés es necesario primero definir un contraste. Definimos el contraste como una
funcién lineal de los parametros

c=C'0 (1.24)
Donde C es una matriz o un vector de contrastes. En nuestro caso, la inferencia

estadistica se basa en la a posteriori aproximada q(e), lo cual implica una distribucion

sobre ¢, g(c). Debido a que q(0) se factoriza segtin (1.15), podemos escribir

q(e)=]Ta(e,) (1.25)
Donde ¢, es el efecto para el grupo de pardmetros n. Dado una matriz de contrastes C,
tenemos
q(e,)=N(c,;m,,V,) (1.26)
donde N (...) es la distribucién normal multivariada, con media y covarianza

m, = Cén

. (1.27)
V. =C'X C

La inferencia Bayesiana basada en esta distribucion a posteriori tiene lugar entonces
usando intervalos de confianza. Para contrastes univariados, podemos usar los MPPs,
como se describe en Friston y col., (2002). Para contrastes multivariados (¢, es un
vector), la inferencia procede calculando la probabilidad « de que el vector nulo caiga
en el intervalo de confianza 1—« de la distribucion a posteriori. Esta probabilidad es la

misma que la probabilidad de que el vector m, esta en el borde del intervalo de
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confianza 1-« de la distribucion N(c,;0,V,). Esta Gltima se calcula formando el test
estadistico

d =m'V'm, (1.28)
que es la suma de r, =rank(V,) variables cuadraticas independientes. Por lo tanto,
tiene una distribucion

p(d,)=%(r,) (1.29)
Usaremos ademas este procedimiento para testar efectos de dos colas, es decir,
activaciones o desactivaciones. A pesar de que rigurosamente, estos contrastes son

univariados, usaremos el término “contraste multivariado” para incluir también estos

efectos de dos colas.

1.5 Mapas de Probabilidad a Posteriori

El MPP se construye mediante la aplicacion de dos umbrales a las distribuciones a

posteriori de los efectos: (i) un umbral para el tamafio del efecto, y, y (ii) un umbral
para la probabilidad p, . El grupo de parametros i se incluye entonces en el MPP si
q(e,>7)> p; .y se plotea la probabilidad a posteriori excedente q(cn > 7/). También

es posible plotear el tamafio del efecto en si.
Para explorar la distribucién a posteriori de los efectos, procedemos usando los umbrales

y=0y p, =1-N , donde N es el nimero de grupos de parametros. Entonces, después
de una inspeccion visual del mapa resultante, usamos un y =0, el valor del cual refleja
el tamafo del efecto en areas de interés. Es posible entonces reducir el valor de p, aun

valor como por ej. 0.95.
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CAPITULO 2

RECONSTRUCCION DE FUENTES DEL M/EEG
CON RESTRICCIONES ESPACIALES

ANATOMICAS
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CAPITULO 2

RECONSTRUCCION DE FUENTES DEL M/EEG CON RESTRICCIONES

ESPACIALES ANATOMICAS

2.1 Introduccion

Nuestro interés radica en la identificacion de los generadores del M/EEG. Es decir, se
trata del calculo de la DCP dentro del cerebro a partir del voltaje o del campo magnético
medido en un arreglo de electrodos o sensores MEG distribuidos sobre la superficie del
cuero cabelludo. Esto se conoce como Pl del M/EEG. Como discutimos en la
introduccién, este problema es mal planteado debido a que no tiene solucion Unica. La
forma tradicional de resolverlo es mediante la inclusion de restricciones espaciales
anatomicas y matematicas sobre la DCP, por lo que dependiendo de la restriccion
utilizada se obtienen soluciones totalmente diferentes. De esta forma, para hacer
inferencias confiables acerca de la DCP, necesitamos tener en cuenta la incertidumbre en
la eleccién de la restriccion espacial usada para resolver el Pl del M/EEG. En el
formalismo Bayesiano, estas restricciones espaciales se introducen en forma de
probabilidades a priori sobre la DCP, por lo que el problema de incertidumbre descrito
se traduce en un problema de incertidumbre del MGP usado.

En esta situacion, la PBM segun el enfoque de la evidencia permite hacer inferencias
sobre la DCP teniendo en cuenta la incertidumbre del modelo (ver Capitulo 1). Este tipo

de soluciones, ya han sido aplicadas con éxito en muchos campos de la investigacion
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cientifica (Raftery y col., 1993; Geweke, 1994; Green, 1995; Vidakovic, 1998). Sin
embargo, en el campo de las Neuroiméagenes, el uso del formalismo Bayesiano se ha
limitado a la inferencia del valor de los parametros e hiperparametros, y en consecuencia
no se explotan sus potencialidades para la prueba de hipdtesis y la Comparacion de
Modelos. En este Capitulo por lo tanto, consideramos el caso donde tenemos diferentes
restricciones espaciales candidatas las cuales definen diferentes MGPs a considerar, y
aplicamos la PBM segun el esquema de la evidencia para obtener estimados de la DCP
que no dependen de ninguna de las restricciones asumidas. En nuestro caso se
consideran diferentes restricciones espaciales anatomicas candidatas, mientras que la
restriccion matematica es fija y de tipo Laplaciana, la cual consiste en buscar la DCP
que sea suave en el sentido de la segunda derivada. Sin embargo, también podemos
aplicar la metodologia que proponemos aqui, al caso en que se consideren diferentes

restricciones matematicas.

2.2 Problema directo y Ecuacion de Observacion

En este Capitulo nos centraremos solo en las caracteristicas espaciales de los
generadores del M/EEG, por lo que el método que proponemos puede usarse para
resolver el Pl para un solo punto en el tiempo (PI instantaneo) o de la frecuencia. En el
caso del tiempo, las distribuciones de probabilidad se toman sobre los nimeros reales,
mientras que para la frecuencia, es necesario considerar distribuciones de probabilidad
sobre los nimeros complejos (Brillinger, 1975). En este Capitulo desarrollamos el caso
complejo ya que analizaremos datos experimentales de Respuestas de Estado Estable
(REE), donde nos interesa calcular la DCP para una frecuencia especifica. Sin embargo,

las derivaciones son totalmente analogas para el caso del tiempo.
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El céalculo del M/EEG generado sobre la superficie del cuero cabelludo por una
distribucion de DCP dentro del cerebro se conoce como Problema Directo (PD) del

M/EEG, y esta dado por la relacién
v(r)=[K(r.1,)-3(r,)d, (2.1)
donde v(F,) es el M/EEG medido sobre la superficie del cuero cabelludo; el nicleo

K(fsfg) se conoce como Campo Guia (CG) eléctrico/magnético, que modela las

propiedades geométricas y electromagnéticas del medio conductor (cerebro, craneo y

cuero cabelludo) y establece el vinculo entre el espacio de los generadores y el espacio

de los sensores; y T(Fg) representa la DCP. Los indices s y g toman valores sobre los

espacios de los sensores y los generadores, respectivamente. En esta ecuacién el CG se
considera conocido y puede ser calculado usando el método de potenciales o el teorema
de reciprocidad (Plonsey, 1963; Rush y Driscoll, 1969).

La solucion del Pl a partir de (2.1), tiene solucion analitica solo cuando la geometria
asumida para el volumen conductor es suficientemente simple (Riera y col., 19973,
Riera ycol., 1997b). En el caso mas general una aproximacion de la ecuacion (2.1) se
obtiene discretizando el volumen conductor y la integral en el miembro derecho. En este
caso, el PI se reduce a la solucién de un sistema de ecuaciones lineales algebraicas que

define nuestra ecuacién de observacion
Visa = Ksang 'jsNgxl T 85 (2.2)

Donde N, y N, (N;<N,) son el nimero total de sensores y generadores,
respectivamente. Aqui las 3N filas del vector j corresponden a las tres componentes

del vector de la DCP para cada punto del volumen conductor. El término €, , representa
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el ruido instrumental aditivo que afecta la sefial en los sensores. En el dominio del
tiempo, el vector v corresponderia al M/EEG medido en un instante dado, mientras que
en el domino de la frecuencia estaria formado por los coeficientes complejos de la

transformada de Fourier para una frecuencia especifica. EIl vector j en este caso puede

considerarse como un estimado de los coeficientes de Fourier de la DCP.

2.3 Modelo Generativo Probabilistico
Dado un modelo especifico M, , definido por la eleccion de la informacion a priori o

restriccién que deseamos incluir para resolver el Pl, el MGP que subyace en la mayoria
de los métodos de reconstruccion de fuentes del M/EEG a partir de (2.2) (Darvas y col.,

2004), se representa en la Figura 2.1
Campo Guia

DCP Precisién del ruido
[3G x 7] en las fuentes [1 x 1]
espacial K
L] Precision del ruido en
M/EEG los sensores [1 x 1]

[Mx 1]

M<<G [ v=Kj+e Ruidodeldato & |

Figura 2.1. Representacién grafica del MGP méas usado para la reconstruccion de fuentes de

M/EEG.

La distribucion de probabilidad conjunta en este caso se escribe como
p(v,j,o-,ﬂ|Mk): p(v|j,0', Mk) p(]|ﬂ’ Mk) p(O-|Mk) p(ﬂ|Mk) (2.3)
Notese que aqui hemos hecho explicito el hecho de que la inferencia sobre los

parametros de interés se realiza condicional al modelo M, , lo cual ha sido omitido por

todos los métodos de andlisis de M/EEG desarrollados hasta ahora. Esta omision ha

hecho imposible poder considerar la incertidumbre asociada a la eleccién del modelo
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como parte del propio proceso de inferencia. En el presente trabajo este factor es tenido

en cuenta al considerar la clase de modelosM (M, e M, k =0,...,K"), como parte de la
jerarquia Bayesiana, mediante la especificacion de una probabilidad a priori p(M)

explicita que exprese nuestro grado de conviccion o certidumbre acerca de la

informacidn a priori usada. A partir de aqui, la distribucion conjunta se reescribe como
p(v.jo BM)=p(v]ioM)p(ilBM)p(e[M)p(BM)p(M)  (24)

2.3.1 Verosimilitud
Bajo la suposicion de Gausianidad para el ruido experimental y teniendo en cuenta la

forma lineal del PD del M/EEG (ecuacion (2.2)), podemos definir la verosimilitud como
. ¢ [wiqrs L
p(V|],G,M)=NNS (V,Kj,;INSj (2.5)
donde o es una variable de precision para el ruido, y N,‘;S representa la distribucion
multinormal compleja N -variada (Anexo B).

2.3.2 Distribucion a priori espacial para la Densidad de Corriente Primaria
En el paradigma Bayesiano, hacer suposiciones sobre la DCP implica definir una
distribucion que resuma el conocimiento a priori que tenemos sobre ella. En este caso,

asumimos una distribucién a priori multinormal compleja
. ¢ [l -1
p(ilA.M)=Nsy, (J,o,E(HTH) j (2.6)

Donde £ es la variable de precision. Como vemos, la matriz H determina la estructura

de correlacion espacial de la DCP, por lo que puede ser usada para definir nuestro

conocimiento a priori sobre las propiedades espaciales de la misma. De esta forma,
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diferentes elecciones de esta matriz definiran diferentes distribuciones a priori para la
DCP que corresponden a diferentes restricciones espaciales sobre la misma y por lo
tanto diferentes soluciones posibles. Algunos ejemplos de H usados comUnmente en el
Pl se resumen en Pascual-Marqui (1999). En general existen dos tipos de restricciones
espaciales muy comunes:

Restricciones espaciales matematicas (RM): Se asume que la solucion del problema
pertenece a un espacio funcional especifico de Sobolev por ej.

Restricciones espaciales anatémicas (RA): Se asume que el M/EEG se genera con
mayor probabilidad en determinadas zonas del cerebro que en otras.

Un método muy popular conocido como LORETA (siglas en inglés de Tomografia
Electromagnética de Baja Resolucion) (Pascual-Marqui y col., 1994) por ejemplo, usa
H =L, donde L es una discretizacion del operador Laplaciano espacial. Esta eleccion
naturalmente conduce a soluciones que son espacialmente suaves en el sentido de la
segunda derivada, por lo que se trata de una RM. En las soluciones LORETA, es comUn
resolver el problema inverso restringido a los puntos del cerebro que pertenecen a la
sustancia gris, donde se encuentran los cuerpos neuronales y por lo tanto la mayoria de
las sinapsis que constituyen la base de la generacion del M/EEG. En este caso se trata de
una RA. Para distinguir esta aproximacion, del LORETA original, la denotaremos como
LORETAr (LORETA restringido).

En este Capitulo, usaremos la RM de naturaleza Laplaciana, sin embargo,
consideraremos diferentes RA para un mismo dato. Se trata entonces de definir modelos
de la clase M (ecuaciéon (2.4)) donde en cada uno la actividad se asume que es
originada en una region anatémica determinada. Para definir estas regiones, nos basamos

en el Atlas Anatémico Probabilistico (AAP) producido por el Instituto Neurolégico de Montreal
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(Evans y col., 1993), el cual divide el cerebro en 71 regiones anatomicas diferentes

(Figura 2.2).

Figura 2.2. Segmentacion 3D de las 71 estructuras del AAP.

Dado que la DCP no tiene que estar confinada necesariamente a solo uno de estos
compartimentos, definimos los miembros de la clase de modelos M como las RAs
determinadas por todas las posibles combinaciones de los 71 regiones del AAP. Estas
restricciones las introducimos en nuestro formalismo mediante la siguiente

parametrizacion de la matriz de covarianzas en (2.6)

Lo 0
Py
o L .. o0
H=L[P®I,], donde P = P,
0 0 .. L
L pNG_

Aqui p; (i=1,...,N;) son las probabilidades de los puntos del cerebro de pertenecer a

la sustancia gris, y fueron extraidas del AAP. Con esta parametrizacién, una RA

especifica se obtiene escogiendo p, <1 para los puntos fuera de la region anatomica de
interés. Las diferentes matrices P, (k=0,...,K) (y por lo tanto H, ) escogidas de esta

forma, definiran entonces diferentes distribuciones a priori sobre la DCP y por lo tanto,
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diferentes modelos M, a tener en cuenta en el marco de la teoria Bayesiana. Notese que

esta parametrizacion de la covarianza se reduce al método LORETAr si tomamos

P=I,_, donde N; es el nimero de puntos que pertenecen a la sustancia gris. Para el

caso de LORETA no restringido, se tienen en cuenta todos los puntos del cerebro,
incluso aquellos pertenecientes a la sustancia blanca. En este sentido, LORETA y
LORETAr pueden interpretarse como dos de los modelos particulares a ser considerados
dentro del paradigma Bayesiano. EI AAP utilizado preserva la simetria hemisféerica del
cerebro e incluye también areas profundas como el Talamo, los ganglios basales y el

tallo cerebral.

2.3.3 Distribuciones a priori no informativas para las precisiones

Una tarea mas dificil consiste en definir la distribucion a priori para los hiperparametros
p(c|M)y p(B|M), debido a la falta de conocimiento sobre los mismos. Esta falta de
informacién la expresaremos asumiendo una distribucién a priori plana no informativa
sobre logo y log . Dado que tanto o como £ son precisiones, son estrictamente

positivos y por lo tanto es natural expresarlos en escala logaritmica.

2.4 Problema Inverso: Enfoque de la evidencia
Desde el punto de vista Bayesiano, para resolver el Pl del M/EEG, necesitamos invertir

el MGP que hemos construido. Para esto, usaremos el enfoque de la evidencia descrito

en el Capitulo 1.

2.4.1 Célculo de la DCP para una restriccion anatomica dada
Segun el primer nivel de inferencia del enfoque de la evidencia, estimamos la DCP,

maximizando la probabilidad a posteriori
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p(i|v.c, .M )ec N5, (j; E[i[v.0.8.M | Var[jlv.c.M]) 2.7)
donde y

E(j|lv.0.8,M)=cA'K'V =], (2.8)
Var[jlv,c, pM |=A" (2.9)

con A=cK'K+BH| H,, (ver Anexo B). Hemos usado el subindice M en (2.8) para

indicar explicitamente que el estimador de la DCP depende de la RA usada.

2.4.2 Célculo de las precisiones bajo una restriccion anatdmica dada

Hasta ahora hemos asumido que o y S son dados. Para asignarle valores a estos

hiperpardmetros, usamos el segundo nivel de inferencia del marco de la evidencia y
maximizamos su distribucion a posteriori. Dado que hemos asumido una distribucion a

priori no informativa para las precisiones, el calculo se resume entonces a maximizar la

verosimilitud p(v|a,ﬂ,M) (ver ecuacion (1.3)). Esta se puede obtener mediante

integracion de la a posteriori de la DCP con respecto a j para calcular la evidencia en el

primer nivel. En nuestro caso esta integral puede ser calculada analiticamente, ya que la

distribucion a priori para j es conjugada a priori (ver Anexo B), de donde

N; 2 2 |2
(vl fM) = (%J g Al e (210)

Maximizando esta expresion con respecto a las precisiones, tenemos

N

~ 2
/BHM'jM‘ =7

(2.11)

6‘”V—K-jM g N,—7
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donde y=3N, —,Btr(A’1 HI,,HM) mide el nimero de parametros bien determinados
por el dato (grados de libertad efectivos).
El sistema de ecuaciones (2.8) y (2.11) define entonces un algoritmo iterativo que, dado

valores iniciales de j,,, o y /3, converge a valores 6ptimos de estas cantidades.

2.4.3 Promediacion Bayesiana para multiples restricciones anatomicas

En nuestro caso nos interesa calcular la DCP cuando consideramos maltiples RA. Como
dijimos antes, esto define diferentes distribuciones a priori sobre la DCP y por lo
introduce un grado de incertidumbre en el modelo. Segin el esquema de la evidencia
esta incertidumbre se puede tener en cuenta usando el método PBM. Como vimos en el
Capitulo 1, para poder hacer la inferencia, necesitamos calcular la evidencia de los
modelos, que esta dada por la integral (1.9). En nuestro caso, esta integral es muy dificil

de calcular de manera analitica debido a la complicada forma del integrando. Sin

embargo, como —log p(v|j,o,M) y —logp(j|8,M) son formas cuadraticas, la
funcién p(Y|o, M) tiene un solo maximo en el valor modal ¢ (MacKay, 1992), y la
integral puede ser aproximada como

p(v|M)= p(v‘&,,@’, M ) p(6.4|M) 27 Alog s Alog 5 (2.12)
donde ¢ y ,3 son los estimados maximos a posteriori de las precisiones, y

(Alog a)2 ~

R |~

. (2.13)

Ns_y

(Alog ﬂ)2 ~

son barras de error Gausianas para logo y log . A partir de aqui, y usando la ecuacion

(1.6) obtenemos la distribucion a posteriori para la DCP incondicional a los modelos
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p(j|v)=MZ p(ilv.M, ) p(M,|v) (2.14)

La distribucion a posteriori de los modelos se calcula usando (1.7) con ¢, =1 para todo

k ya que asumimos que los modelos son equiprobables a priori. Adicionalmente, dado

que hemos asumido una distribucion a priori plana sobre logo y log S, esta se cancela

al calcular el FB correspondiente a dos modelos cualesquiera usando la ecuacién (1.8),
donde la evidencia se calcula segun (2.12).
La distribucion a posteriori (2.14) puede usarse para obtener valores esperados y

covarianzas de la forma

E[j|v]=MZE[j|v,Mk]. p(M,|v) (2.15)

Var[jv]= 3 (Var[ilv.M, J+E[ilv.M, T )- p(M,[v)-E[ilV]  (216)

My
Como podemos ver, la solucion PBM resultante es un promedio de las soluciones
inversas bajo cada RA considerada, pesadas por la probabilidad a posteriori de los
modelos correspondientes a cada RA. Esta solucidn favorece las RAs que reciben mayor

soporte de los datos y penaliza aquellas con valores bajos de probabilidad a posteriori.

2.5 Aplicacion

Existen dos problemas importantes que afectan a las soluciones inversas tradicionales:
Soluciones fantasmas: Existen fuentes en la solucidn estimada que no tienen sentido
fisiolégico y dificultan la interpretacion de los resultados (Pascual-Marqui, 1995;
Litkenhoner y Grave De Peralta, 1997).

Aumento del sesgo con la profundidad: La amplitud de las fuentes profundas se

subestima en comparacion con otras cercanas a la superficie cortical.
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La caracteristica comin en estas dos situaciones es la dificultad del método para
identificar correctamente las regiones del cerebro que realmente contribuyen a la
generacion del M/EEG. En el primer caso hay una sobreestimacion del ndimero de
fuentes, mientras que en el segundo ocurre una subestimacion. Seria deseable definir una
medida de la “aptitud” de una regién dada del cerebro para predecir los datos, y usar esa
medida para obtener soluciones que penalicen automaticamente regiones que contengan
fuentes fantasmas y favorezcan aquellas que contienen fuentes que realmente
contribuyen a la generacion del M/EEG. En este sentido, el enfoque PBM ofrece una
solucién natural al medir esa “aptitud” en base a la probabilidad a posteriori de las RAs.
Esto ademas conlleva a un Pl “mejor” planteado al reducir el espacio de los generadores
a solo las regiones que reciben soporte de los datos, con lo cual se reduce la

indeterminacion del problema.

2.6 Analisis de datos simulados

En este epigrafe se usan datos simulados de M/EEG para caracterizar el enfoque PBM
propuesto, como método tomogréafico, asi como demostrar sus potencialidades en el
analisis de ambos tipos de mediciones. Los resultados son comparados con los métodos
tradicionales LORETA y LORETAr. Adicionalmente, para la implementacion practica
del modelo propuesto, utilizaremos el algoritmo de Ventanas de Occam, descrito en el

Capitulo 1.

2.6.1 Descripcion de las simulaciones

El modelo de volumen conductor consiste de tres esferas concéntricas, cuyo centro y

radios se ajustan digitalmente a la piel, el craneo y la superficie cortical del AAP
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respectivamente. Las conductividades usadas para estos tejidos, se dan en unidades
relativas a la conductividad de la esfera mas externa, y tienen los valores 1 (piel), 0.1
(craneo) y 1 (cerebro). EI espacio de los generadores lo definimos mediante
discretizacion del volumen conductor en una red regular 3D, de 41,850 puntos (distancia
entre puntos de 4,25 mm). Esto define elementos de volumen en forma de cubos que se
denominan voxels. La red se restringe posteriormente a la sustancia gris del AAP
(18,905 puntos). El espacio de los sensores estard formado por diferentes arreglos de
electrodos/espiras que son colocados digitalmente sobre la esfera de mejor ajuste a la

superficie externa del AAP (piel).

EEG-19

EEG-120

MEG-151

Figura 2.3 Diferentes arreglos de sensores usados en las simulaciones

Los tres arreglos de sensores usados en el estudio se muestran en la Figura 2.3. Para
EEG, se utiliza primeramente el sistema estandar 10/20 de 19 electrodos (EEG-19: FP1,
FP2, F3, F4, C3, C4, P3, P4, O1, 02, F7, F8, T3, T4, T5, T6, Fz, Cz y Pz). Otra
configuraciéon de 120 electrodos (EEG-120) se obtiene mediante extension y
refinamiento del sistema 10/20, para investigar la dependencia de los resultados con el

numero de electrodos. Finalmente, se usa un arreglo denso de 151 sensores MEG (MEG-
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151) que se corresponde con la configuracion estandar del casco producido por la
compafia CTF System Inc. A partir de estos datos, es posible calcular los CGs eléctrico
y magnetico para cada arreglo de sensores.

Las fuentes simuladas se generan a partir de un dipolo que se coloca en 25 posiciones a
diferentes excentricidades (profundidades) que varian entre -55% y 95% a lo largo de la
linea vertical que atraviesa el centro de las tres esferas. La excentricidad la hemos
expresado en por ciento con respecto al radio de la esfera mas interna (85mm) y el signo
negativo indica posiciones por debajo del ecuador de la esfera. La evolucion temporal de
cada los dipolo fue generada usando una combinacion lineal de funciones seno con
componentes de frecuencia equiespaciadas dentro de la banda del ritmo alfa (8-12Hz).

El perfil de amplitudes es una Gausiana centrada en 10Hz , es decir,

N 2
j(t)=> Asin(2zf t), donde A =e "™ 8Hz < f, <12Hz

i=1
donde f. son las componentes de frecuencia y t denota el tiempo. Usamos dipolos
radiales y tangenciales, para investigar efectos dependientes de la orientacion de la
fuente. Generamos un ruido de observacion Gausiano, con media cero y una desviacion
estandar tal que la RSR para los dipolos méas externos fue 10. Estos valores simulan
condiciones experimentales observadas en el ritmo alfa. Dado que todos los dipolos
tienen la misma amplitud, la RSR obtenida disminuye con la profundidad de la fuente.
Con estas especificaciones, se generaron 30 segmentos de M/EEG de 2 segundos de
duracion y libres de artefactos, con un periodo de muestreo de 5ms. Esta sefial se
transformé al dominio de la frecuencia mediante la Transformada Rapida de Fourier

(TRF).
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2.6.2 Error de localizacion y resoluciéon espacial

Para evaluar la calidad de las reconstrucciones obtenidas por cada método, se usaron las
mismas medidas que Fuchs y col. (1999) para medir el Error de Localizacion (EL) y la
resolucion del método. El EL lo definimos como las distancias pesadas entre los centros

de actividad por encima del 50% del maximo, y la posicion 1, del dipolo simulado:

Lwith j, >05j

EL=HiZJi-ﬁ/ZL—Fo

donde r. es la posicion del i-ésimo punto de la red con actividad por encima del 50% del

maximo de activacion, y j; es el valor absoluto de la DCP en ese punto. La resolucion

por su parte se mide en base al volumen de actividad correspondiente al ancho total a
mitad de la altura (conocido como FWHM por sus siglas en inglés), que se calcula
multiplicando el nimero de voxels con intensidades por encima del 50% del méaximo,
por el volumen de un voxel (4,25mm #4,25mm =4,25 mm =18,06 mm®). Por Gltimo,

tanto el EL como el FWHM se expresan en por ciento con respecto al radio y al volumen
de la esfera mas interna, respectivamente.

Los graficos de EL y FWHM en funcion de la excentricidad de la fuente, se muestran en
las Figuras 2.4, 2.5 y 2.6. Puede apreciarse la superioridad del método PBM con
respecto a LORETA y LORETAr tanto en lo referente a EL, como a FWHM. En ambas
medidas se observa una relativa independencia del rendimiento del PBM con respecto a
la profundidad de la fuente y al nimero de sensores utilizado. LORETA y LORETAr en
cambio tienden a empeorar en ambos aspectos a medida que las fuentes se alejan de los
sensores, 0 cuando el nimero de estos disminuye. Finalmente, no se observd ningun

efecto significativo relacionado con la orientacion de los dipolos.
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Figura 2.4 Dependencia del error de localizacion con la excentricidad de la fuente para los

métodos LORETA, LORETAr y PBM,en los datos simulados con los sistemas EEG-19 y EEG-120.
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Figura 2.5 Dependencia del FWHM con la excentricidad de la fuente para los métodos LORETA,

LORETAry PBM, en los datos simulados con los sistemas EEG-19 y EEG-120.
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Figura 2.6 Dependencia del EL y el FWHM con la excentricidad de la fuente para los métodos

LORETA, LORETAr y PBM, en los datos simulados con el sistema MEG-151.

2.6.3 Dos ejemplos ilustrativos

Para mostrar de manera mas explicita el comportamiento comparativo del método PBM
con respecto a los dos problemas que afectan a las soluciones tradicionales
(ejemplificado aqui con LORETAYr), utilizamos dos ejemplos ilustrativos de
configuraciones de fuentes. En el primer caso generamos la activacion simultanea de dos
fuentes distribuidas a profundidades diferentes y lo denotamos Pod+Ta (Figura 2.7A).
La fuente mas externa esta localizada en el polo occipital derecho (Pod) y la maés
profunda en el tdlamo (Ta). La evolucion temporal de todos los puntos de la red
pertenecientes a las regiones escogidas, se genera de la misma forma que en la seccion
anterior. Esta dindmica se modula espacialmente mediante dos Gausianas de igual
amplitud, cada una con el maximo localizado en el centro de gravedad de la region

anatomica correspondiente. En la Figura 2.7B se usa solo Ta para el analisis.
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1.00

0.00
Figura 2.7 Distribucion espacial de las DCP simuladas. A) Pod+Ta. B) Ta.

El valor absoluto de las soluciones PBM y LORETAr para Pod+Ta se muestra en la
Figura 2.8. En todos los casos LORETAr es incapaz de recuperar la fuente talamica. En
su lugar se obtienen soluciones difusas y plagadas de fuentes fantasmas, que estan
dominadas por la influencia de Pod. En cambio, el método PBM muestra soluciones de
una exactitud razonable en todos los casos. Notese que la DCP reconstruida es mas
concentrada y nitida cuando el nimero de sensores se incrementa. Este resultado sugiere
que el M/EEG parece contener informacion suficiente para la estimacion de fuentes

profundas, ain en casos de activaciones corticales simultaneas.

LORETAr

G

»
EEG-120

MEG-151

EEG-19

Max

0.00

Figura 2.8 Valor absoluto de la DCP calculada usando PBM y LORETAr, para la simulacion
Pod+Ta. El maximo de la escala en cada caso es (de arriba hacia abajo): Para LORETAr 0,21

0,15y 0,05; para PBM 0,41 0,42y 0,27.
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Figura 2.9 Valor absoluto de la DCP calculada usando PBM y LORETAT, para la simulacion Ta.
El maximo de la escala en cada caso es (de arriba hacia abajo): Para LORETAr Max = 0,06 0,01

y 0.003; para PBM Max = 0,36 0,37 y 0,33.

Por otro lado, las soluciones inversas para el caso Ta (Figura 2.9) demuestran que el
problema del sesgo con la profundidad es intrinseco de LORETAr y no debido a un
efecto de enmascaramiento producto a fuentes superficiales, inexistentes en este caso.
Por su parte la solucion PBM muestra nuevamente mejores reconstrucciones de la DCP.

Por qué entonces LORETAr es incapaz de explotar al maximo la informacion contenida
en el M/EEG? La respuesta de la inferencia Bayesiana es simple: la restriccion
anatémica asumida por LORETAr, no constituye un buen modelo. Esto se verifica en los
resultados de la tabla del Anexo E. Como se puede ver, LORETAr fue rechazado en
todos los casos debido a su baja probabilidad a posteriori. Adicionalmente, se aprecia
que el nimero de modelos dentro de la VO se reduce con el incremento de la cantidad de
sensores. Esto es natural, dado que mediciones mas precisas implican méas informacion
disponible sobre el fendmeno subyacente, y por lo tanto se obtienen distribuciones mas
localizadas para los modelos. Consecuentemente, la probabilidad del modelo verdadero

se incrementa para los arreglos con mayor nimero de sensores.
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La tabla también muestra que el modelo con mayor probabilidad, no es siempre el
verdadero. Esto apoya el uso de PBM, en lugar de usar el modelo méaximo a posteriori
para hacer inferencias. En las simulaciones mostradas esto no es de vital importancia,
dado que los ejemplos analizados son muy simples. Sin embargo, pudiera ser un factor

determinante cuando se analizan datos en condiciones experimentales reales.

2.7 Analisis de datos experimentales

Al estudiar el comportamiento del método PBM en el analisis de datos reales, es
importante encontrar escenarios experimentales donde los resultados sean predecibles y
gue nos permitan evaluar la calidad del método de analisis. Para esto usamos cuatro
juegos de datos correspondientes a REES. Los experimentos fueron disefiados para
evocar respuestas en diferentes regiones anatomicas relacionadas con el sistema
sensorial estimulado. De esta forma, se utilizaron estimulos visuales, somato-sensoriales
y auditivos a diferentes frecuencias. En todos los casos se usé un arreglo de 47
electrodos (Fpl, Fp2, AF3, Afz, AF4, F7, F3, Fz, F4, F8, FC5, FC6, T7, C3, Cz, C4, T8,
CP5, CP1, CP2, CP6, P3, P7, Pz, P4, P8, PO3, PO4, Pz, O1, 02, Cbl, Ch2y Iz), con Cz

usado como electrodo de referencia.

2.7.1 Respuesta de estado-estable visual

El estimulo consistié en un destello luminico presentado en el ojo izquierdo, a una
frecuencia de 19.5Hz. La proyeccion de maxima intensidad de la solucién PBM sobre
los tres planos ortogonales se muestra en la Figura 2.10. EI maximo de la DCP se
localiza en el area de la corteza visual primaria (CVP) de ambos hemisferios cerebrales.

Una segunda fuente se encuentra en el talamo y abarca toda la estructura en los dos
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hemisferios. Por Gltimo, una tercera fuente se observa los giros fronto-orbital medial y

lateral del hemisferio izquierdo.

!

0 OG'

Figura 2.10 Proyecciones de maxima intensidad sobre los planos coronal, axial y sagital de la

soluciéon PBM para la REE visual.

Esta distribucion espacial de la DCP concuerda con la forma en que el sistema visual
procesa la informacion sensorial. Como se sabe, el campo visual de cada ojo, tiene una
representacion bilateral en la CVP, por lo que la estimulacion del ojo izquierdo en
nuestro caso debe evocar una activacion de la CVP en ambos hemisferios. De la misma
forma, las fibras nerviosas de cada 0jo que viajan a corteza, tienen un punto de relevo en
las neuronas del geniculado lateral del talamo en los dos hemisferios, lo que hace pensar
en una activacion bilateral del mismo. Por altimo, las fuentes frontales localizadas cerca
del ojo estimulado durante las REE visuales, se han asociado comuUnmente al
Electroretinograma (ERG) y se originan por la activacion de los fotorreceptores y las

capas medias de la retina.

2.7.2 Respuesta de estado-estable somato-sensorial

La Figura 2.11 muestra la solucion PBM durante la estimulacién del pulgar derecho con
pulsos eléctricos a una frecuencia de 23.4Hz. En este caso, se obtiene una activacion en
el hemisferio contralateral localizada en el area de la corteza somato-sensorial primaria

(CSP), en el giro postcentral. Esta distribucion espacial esta en correspondencia con la
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organizacion contralateral del sistema somato-sensorial. Es decir, las fibras nerviosas
ascendentes que provienen de los receptores periféricos, cruzan casi completamente al
lado contralateral a nivel de la medula oblongada y hacen sinédpsis en la CSP
contralateral. De acuerdo a esta descripcion, la CSP izquierda contiene informacion

sobre el lado derecho del cuerpo, lo cual concuerda con la DCP estimada.

501.51 '
{mA/m?)

U.DO'

Figura 2.11 Planos ortogonales en el punto mayor de intensidad de la solucién PBM para la REE

somato-sensorial.

2.7.3 Respuesta de estado-estable auditiva

Las fuentes generadoras de la REE auditiva, no han sido extensamente estudiadas, y
constituye un tema actual de debate dentro la comunidad Neurocientifica. Estudios
anteriores han mostrado inversiones de la polaridad del mapa topografico de la respuesta
a tonos breves de 40Hz, en la regidon temporal-medial, lo cual sugiere que la corteza y
algunos circuitos talamo-corticales pudieran estar envueltos en la generacion de este tipo
de respuesta (Johnson y col., 1998). Estudios mas recientes han revelado que tanto el
I6bulo temporal, como el tallo cerebral se activan durante las REE a tonos auditivos con
frecuencias de modulacion entre 12 y 90 Hz (Picton y col., 2003). En estos estudios se
ha reportado que la intensidad de la actividad cortical disminuye con el incremento de la
frecuencia de modulacion y que el maximo de actividad se localiza entonces en etapas

mas tempranas de la via auditiva. Para frecuencias mayores de 50Hz por ejemplo, la
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fuente predominante se localiza en el tallo cerebral. Es decir, parece haber evidencias de
que las REE auditivas tienen generadores tanto en la corteza auditiva, como en
estructuras subcorticales, donde la localizacion del maximo de actividad depende de la

frecuencia de modulacion del estimulo.

267 86
(mAm?)

| D
A
| D
B
0.00

Figura 2.12 Intensidad de la solucion PBM para las REEs auditivas con frecuenfcias de

modulacién de modulacién del estimulo de (A) 12Hz y (B) 90Hz

En el andlisis que presentamos a continuacion los datos fueron obtenidos mediante
estimulacion del oido izquierdo con tonos breves modulados a frecuencias de de 12 y
90Hz. Se registraron 10 sujetos diestros con edades entre 17 y 50 afios. Una descripcion
detallada del experimento puede verse en Herdman y col., 2002. El valor absoluto de la
solucion PBM promediada sobre todos los sujetos, para las dos frecuencias de
modulacion, se observa en la Figura 2.12. Pueden apreciarse activaciones en el tallo
cerebral, el tdlamo y el 16bulo temporal. Para ambas frecuencias se obtienen fuentes
corticales bilaterales en el giro temporal superior (corteza auditiva primaria), con mayor

intensidad en el hemisferio contralateral al oido estimulado. Esta asimetria inter-
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hemisférica se obtiene también para la actividad observada a nivel del tdlamo. Sin
embargo, la fuente que aparece en el tallo tiene un maximo ipsilateral para la frecuencia
de 90Hz y muestra a un patron mas simetrico para el caso de 12Hz.

Como se esperaba, el maximo de actividad a 12Hz, se alcanza en corteza, mientras que
las fuentes mas profundas son dominantes a 90Hz. Sin embargo, existe una diferencia
entre los resultados que presentamos aqui y los estudios esperimentales descritos mas
arriba, y esta relacionada con la fuente taldmica adicional encontrada para las dos
frecuencias de modulacién. En este sentido, la solucion PBM parece mostrar resultados
mas intuitivos desde el punto de vista fisiologico. Es decir, las tres estructuras que se
encontraron activas estan envueltas en el procesamiento de la informacion auditiva. Por
lo tanto, si ambos extremos de la via auditiva (tallo cerebral y corteza) han sido
reportadas como generadoras de las REE, es ldgico pensar que estructuras intermedias

como el tallamo también contribuyan a la generacion de este tipo de respuesta.

2.8. Discusion

Como hemos visto en las simulaciones realizadas, la formulacién que presentamos aqui
parece resolver o al menos aliviar de manera significativa los dos problemas que afectan
las soluciones inversas tradicionales: (i) la presencia de fuentes fantasmas en la solucion
estimada y (ii) la tendencia a subestimar los generadores profundos, en favor de los mas
externos. Esta conclusion contradice la idea generalizada de que las estructuras
subcorticales profundas son incapaces de generar un voltaje medible en la superficie del
cuero cabelludo, y por lo tanto imposibles de estimar como solucion del PI. En el caso
de los datos experimentales analizados, esto se refleja en los altos valores de

probabilidad a posteriori obtenidos para modelos que incluyen estructuras profundas
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como el tdlamo, lo cual sugiere que de alguna forma, el M/EEG contiene la informacion
necesaria para la estimacion de fuentes profundas cuando estas existen (loannides, 1994;
Taylor y col., 1999).

Queremos recalcar que la aplicacion particular del método PBM propuesto debe ser
interpretado como una forma general de introducir informacion anatomica a priori en la
solucion del Pl del M/EEG, a través de la consideracion de un nivel superior de
inferencia Bayesiana. De manera similar pudieran considerarse restricciones espaciales
matematicas en este formalismo, a través de la especificacion adecuada de la covarianza
a priori para la DCP. Por otro lado, la metodologia en nuestro caso se aplico a las
soluciones inversas lineales, pero pudiera ser igualmente aplicada a los métodos no
lineales.

La formulacién presentada fue descrita para el dominio de la frecuencia y puede ser
aplicada a muchos paradigmas experimentales como el estudio del M/EEG espontaneo,
o0 de la repuesta evocada de estado-estable donde, en lugar de la evolucién temporal de
la sefial, estamos mas interesados en la distribucion espacial de la DCP que genera la
actividad del M/EEG a una o varias frecuencias. Sin embargo, el método puede ser
aplicado de la misma forma al caso del dominio del tiempo, siempre y cuando tengamos
en cuenta la suposicion de independencia entre los instantes de tiempo y que las
distribuciones de probabilidad en ese caso, serian definidas sobre los nimeros reales.
Esta forma de analizar los datos, a pesar de ser muy simplificada para el caso temporal,
es ampliamente usada en el andlisis de potenciales evocados, donde es de interés la
localizacion de los generadores de la actividad asociada con picos caracteristicos de la

sefial de voltaje en los electrodos.
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CAPITULO 3

RECONSTRUCCION DE FUENTES DEL M/EEG

CON RESTRICCIONES ESPACIO-TEMPORALES
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CAPITULO 3

RECONSTRUCCION DE FUENTES DEL M/EEG CON RESTRICIONES

ESPACIO-TEMPORALES

3.1 Introduccion

En el Capitulo anterior propusimos un método Bayesiano para la reconstruccion de
fuentes del M/EEG en un instante de tiempo o en una frecuencia especifica de interés,
mediante el uso de restricciones espaciales. En este Capitulo sin embargo estamos
interesados en resolver el Pl del M/EEG cuando estamos en presencia de toda la serie de
tiempo de M/EEG recogida en todos los sensores o cuando disponemos del espectro
correspondiente variante en el tiempo. La limitacion fundamental del enfoque del
Capitulo 2 en este caso consiste en que no tiene en cuenta la informacion acerca de las
caracteristicas temporales de la actividad, despreciando de esa forma las correlaciones
temporales que pudieran estar asociadas al fendmeno fisioldgico subyacente.

Por otro lado, cualquiera que sea la eleccion de la restriccion espacial, la mayoria de las
aplicaciones de reconstruccion de fuentes actuales en esta situacion, siguen una
estrategia de procesamiento en serie de una sola pasada. En los enfoques espacio-
temporales, el procesamiento espacial primero resuelve el Pl para cada instante de
tiempo. Los modelos temporales son aplicados luego a la DCP obtenida (Darvas y col.,
2004, Kiebel y Friston, 2004, Brookes y col., 2004). En los enfoques temporo-

espaciales, los métodos de series de tiempo se aplican primero en el espacio de los
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sensores para identificar componentes de interés usando por ejemplo analisis tiempo-
frecuencia o “ventaneo” temporal (Rugg y Coles, 1995). Posteriormente se resuelve el
Pl basado en estos componentes.

En este Capitulo proponemos una estrategia de multiples pasadas, donde los estimados
de parametros temporales y espaciales se puedan mejorar de manera iterativa para
proporcionar una solucién dptima y mutuamente restringida. Para ello, proponemos una
generalizacion del MGP que subyace en el método “instantaneo” de reconstruccion de
fuentes del M/EEG descrito en el Capitulo 2, de manera que permita tener en cuenta la
informacion presente en el M/EEG acerca de la evolucion temporal de la actividad
cerebral. Finalmente el MGP propuesto se puede invertir usando el enfoque BV, y asi

obtener la DCP deseada.

3.2 Problema Directo y Ecuacion de Observacion

Como ya vimos en el Capitulo 2 el objetivo del Pl del M/EEG es calcular la DCP (J)

dentro del cerebro a partir de la actividad del M/EEG (Y ). Si tenemos m=1,...,M
sensores, g =1,...,G posibles generadores y t=1,...,T instantes de tiempo, entonces J

y Y tienen dimensiones GxT y M xT, respectivamente. Dado que estamos
interesados en la modelacion de las caracteristicas temporales de la actividad cerebral,
las aplicaciones de este capitulo usan una RA fija que confina la DCP a la superficie
cortical. En este caso el espacio de generadores se define por los G nodos de una
triangulizacién de la corteza cerebral y la orientacion de la DCP en cada generador se
restringe a ser perpendicular a la superficie cortical. Por lo tanto, cada componente de J
es un escalar que representa la magnitud y signo del vector de la DCP en posiciones e

instantes de tiempo especificos. El Problema Directo incorpora entonces dos mapeos:
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T _
JT><G - XTXKWKXG + ZT><G

(3.1)
Yua =Ky.edea T Evar

donde K es el CG eléctrico/magnético; X contiene K funciones base temporales

(k=1,...,K) que usamos para modelar la sefial de interés dentro del cerebro; y W son

los coeficientes de regresion a estimar que modelan K efectos de interés evocados por
el estimulo en cada generador. Ademas E y Z son el ruido experimental y la actividad
de fuente no modelada, respectivamente. El primer mapeo especifica un MLG en el
dominio del tiempo para la DCP que es muy similar al usado frecuentemente en el
analisis de IRMf (Frackowiak y col., 2003). El segundo mapeo representa el PD
tradicional del M/EEG, que relaciona la DCP con la sefial en los sensores en cada

instante de tiempo, usando para ello la matriz del CG eléctrico/magnético.

3.2.3 Modelos temporales para la Densidad de Corriente Primaria

A partir de (3.1) vemos que el éxito del nuevo enfoque dependerd de nuestra habilidad
para caracterizar las respuestas neurales usando MLGs. Existe una amplia literatura que
sugiere que esto es realmente posible. El tipo de modelo temporal necesario dependera
de la respuesta M/EEG que nos interese. Estos componentes pueden ser (i) realizaciones
simples del experimento, (ii) componentes evocados (estado-estable o PREs) o (iii)
componentes inducidos (Tallon-Baudry y Bertrand, 1999). En este capitulo nos
concentramos en los PREs, por lo que en el Anexo C revisamos brevemente tres
enfoques diferentes para seleccionar funciones base temporales apropiadas para los
PREs: (i) basados en Componentes Sinusoides Amortiguados (Osborne y Smyth, 1991;
Demiralp y col., 1998), (ii) basados en wavelets (Unser y Aldoubri, 1996; Tallon-Baudry

y Bertrand, 1999) y (iii) basados en el Andlisis de Componentes Principales (ACP)
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(Mosher y Leia, 1998; Friston Mosher y Leia, 1998; Friston y col., 2005). Estas

funciones base formaran las columnas de la matriz de disefio X del MLG.

3.2.3 Dimensionalidad

Cualquiera que sea la eleccion de la base, es crucial que la dimension del sub-espacio de
la sefial sea menor que la dimension de la serie de tiempo original (K <T ). Esto es
necesario para que la informacion temporal sea efectiva, tanto desde una perspectiva
estadistica como computacional. Es decir, en teoria uno esperaria que la dimensionalidad
de los generadores de los PREs sea bastante pequefia. Esto se debe a las variedades de
baja dimension que surgen durante la sincronizacion de sistemas dinamicos no lineales
acoplados (Breakspear y Terry, 2002). En la practica, la dimensionalidad 6ptima puede
ser hallada automéaticamente usando varios métodos. Para los wavelets esto se puede
obtener usando metodos de seleccion wavelet (Donoho y Johnstone, 1994, Clyde y col.,
1998), para ACP usando varios criterios de seleccion del orden del modelo (Minka,
2000) y para Componentes Sinusoidales Amortiguados (CSAS), se usan criterios de
seleccion de orden para modelos AR (Roberts y Penny, 2002). Adicionalmente, es
posible calcular la evidencia o la ELN del modelo de reconstruccién de fuentes que

hemos propuesto y usarla para optimizar el conjunto de funciones base.

3.3 Modelo Generativo Probabilistico

El método que proponemos se basa en el MGP de tres niveles que se muestra en la

Figura 3.1
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Coeficientes
de regresion

[Kx G] Precision a priori
Matriz de espacial [Kx 1]
disefio
temporal X
[TxK] Precisién del ruido
en las fuentes [1 x 1]
Campo Guia
espacial K
[Mx ] Precisién del ruido en
los sensores [M x 1]
M/EEG
MxT]
K<< T J"=XW +7Z Ruido de fuente, Z
M<< G .
Y =KJ+E Ruido del dato, E

Figura 3.1 Modelo generativo para la reconstruccion de fuentes con restricciones espacio-

temporales.

La distribucidn conjunta correspondiente se escribe de la siguiente forma
p(Y.J,W,6,2,0)=p(Y|J,6)p(J|W,2) p(W|a)p(c) p(4) p(e) (3.2)

Como vemos este modelo extiende el MGP espacial estandar descrito en el Capitulo 2
(Figura 2.1), mediante la inclusion de una distribucion de probabilidad a priori sobre la
DCP, que incorpora un MLG en el dominio del tiempo en cada generador. El tercer nivel
del modelo es una distribucion a priori que refleja nuestra incertidumbre a priori sobre

los coeficientes de regresion W.

3.3.1 Verosimilitud
Bajo la suposicion de Gausianidad e independencia del ruido de observacion E en (3.1),

la verosimilitud se escribe como
.

p(Y[3,6)=]TN(y.:Ki. diag(s)") (33)

t=1
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Notese que a diferencia del modelo estandar del Capitulo 2 (ecuacion (2.5)), aqui
usamos precisiones diferentes para el ruido en cada sensor, de manera que el m-ésimo

elemento de ¢ es la precision del ruido en el sensor m.

3.3.2 Distribucion a priori temporal para la Densidad de Corriente Primaria
Asumiendo que el ruido de fuente Z es Gausiano e iid, podemos escribir el primer

mapeo en (3.1) en forma de una distribucion a priori sobre la DCP

p(J[W,2)= ll[ N (j.s W', 2715 (3.4)

t=1

Donde la fila t de X es x,,. Es decir, que la evolucion temporal de la DCP en cada
generador se restringe usando la matriz X, , de funciones base temporales. La

precision del ruido en las fuentes esta dada por 4. En este caso A es un escalar, pero el
modelo puede ser facilmente extendido para el caso donde A es un vector, lo que
permite considerar diferentes precisiones del ruido para generadores diferentes. Como ya
dijimos, en este capitulo analizaremos los PREs (Rugg y Coles, 1995), por lo que el
MLG en el dominio del tiempo se usa para describir la DCP relacionada a eventos,
mientras que la actividad de fuente restante corresponder a la actividad espontanea. La
cantidad A" puede por lo tanto ser interpretada como la varianza de la actividad

espontanea en las fuentes.

3.3.3 Distribucion a priori espacial para los coeficientes de regresion
Los coeficientes de regresion determinan el peso de las funciones base temporales. En

nuestro caso, la distribucion a priori para estos coeficientes tiene la forma

p(Wla)= ﬁ N(W,.;0,2,'D™) (3.5)

k=1
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Como vemos, el tercer nivel del modelo es una a priori espacial donde cada imagen de
coeficientes de regresion w,. (fila de W) esta espacialmente restringido al escoger una
forma especifica para la matriz de covarianzas D. Por lo tanto, la distribucién a priori
espacial que normalmente se escoge directamente sobre la DCP, aparece aqui en un
nivel jerarquico superior. Notese que usamos una precision espacial ¢, diferente para
cada efecto de interés.

Dado que la atencion de este Capitulo se centra principalmente en la modelacion de las
caracteristicas temporales de la sefial, las aplicaciones que presentamos usan RM fijas de
tipo Laplaciana, por su simplicidad y facilidad de computo. Sin embargo, el formalismo
que se propone permite la inclusion de RM mas sofisticadas. En nuestro caso entonces

D=L'L, donde L es el Laplaciano superficial definido como

1 Sii=j
1 .. desi
L = N paraiy jvecinos geodesicos
ij
0, de otra forma

donde Nj; es la media geométrica del nimero de vecinos de los generadores iy j. Esta

distribucion a priori ya ha sido utilizada anteriormente en el contexto de IRMf, con

vecinos Euclideanos (Woolrich y col., 2004).

3.3.4 Distribuciones a priori conjugadas para las precisiones

El primer nivel del modelo asume que existe un ruido Gausiano e, en los sensores, con

. . . -1 . . .
media cero y covarianza diag (c) . Esta covarianza puede ser estimada partir del

periodo de pre-estimulo o linea de base cuando tales datos estan disponibles (Sahani y

Nagarajan, 2004). Nuestro enfoque sin embargo provee un esqguema para estimar ¢ Si
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esto fuera necesario. Adicionalmente imponemos distribuciones a priori conjugadas

Gamma sobre las variables de precision ¢, 1 y a.

M

p(e)= HGa(am b, .C, . )

m=1
p(2)=Ga(4b, ¢, | (3.6)
p(a)=][Ga(ayb,.. c,.. )

k=1

Esto permite la inclusién de informacion a priori adicional. Por ejemplo, en lugar de usar
la linea de base para estimar la matriz de covarianzas del ruido, pudiéramos usar estos
datos para estimar la varianza en cada sensor. Esta informacion puede usarse para definir

y ¢, , permitiendo que los estimados del ruido durante los periodos de interes,
prior

O-prior

sean restringidos de forma débil por los calculados a partir de la linea de base. De

manera similar, pudiéramos imponer restricciones mas fuertes o mas débiles sobre w, .,
definiendo b, 'y c, apropiadamente. Las aplicaciones en este capitulo, sin embargo,
prior prior

usan a prioris Gamma no informativas. Esto significa que ¢, 4 y a seran estimadas

Unicamente a partir de los datos Y .

3.4 Problema inverso: Enfoque Bayesiano Variacional

Para hacer inferencias sobre las fuentes que subyacen en el M/EEG necesitamos invertir
el MGP propuesto, para obtener la distribucion a posteriori p(J|Y). En principio esto
es bien sencillo y se puede conseguir usando métodos Bayesianos estandar (Gelman y
col.,, 1995). Esto ha sido implementado eficientemente para soluciones inversas

bipolares usando MCMC (Schmidt y col., 1999). Sin embargo, es computacionalmente

muy costoso para las soluciones distribuidas (Auranen y col., 2005). En este trabajo
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adoptamos el esquema de inferencia aproximado BV o Aproximacion de la ELN

descrito en el Capitulo 1, debido a su eficiencia computacional.

3.4.1 Aproximacion de Campo Medio
Para nuestro modelo de reconstruccion de fuentes tenemos la siguiente factorizacion de

la distribucion a posteriori aproximada

q(J,w,a,ﬂ,c)=tfl[q(j.t>1‘jq(w.g)1jq<ak)1nf”‘_gq<am>qu> @)

En esta expresion, la Aproximacion de Campo Medio consiste Unicamente en asumir
que la distribucién a posteriori de los coeficientes de regresion se factoriza sobre los
generadores. El resto de las factorizaciones se obtienen automaticamente de la forma de
la verosimilitud y de las distribuciones a priori. Esta suposicion se debe a que, debido a

la distribucion a priori espacial (ecuacion (3.5)), los coeficientes de regresion en la

distribucion a posteriori exacta p(W|Y) estaran correlacionados espacialmente lo cual

es demasiado costoso para las computadoras personales actuales. Sin embargo, como

veremos mas adelante, las actualizaciones para las distribuciones factorizadas q(w,g),

estimulan a que las medias a posteriori aproximadas sean similares en generadores
vecinos, obteniendo asi el efecto deseado de la distribucion a priori espacial. La
siguiente seccion describe entonces la actualizacion para cada una de las distribuciones a
posteriori aproximadas asi como para los estimadores de sus parametros. Los detalles de

las derivaciones aparecen en el anexo C.

3.4.2 Actualizaciones para la Densidad de Corriente Primaria

Las actualizaciones para la DCP estan dadas por
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A

A(i0)=N(isio®, ) (38)

z = (KTQK + A1, )_l (3.9)

A
.

ji= i“j.t (KT SAZy,t +AWT xt.) (3.10)

A ~

donde fZ:diag(&), Ay W son estimadores que se definen en las secciones

subsiguientes. La ecuacion (3.10) muestra que el estimador de la DCP es el resultado de

una deconvolucion espacio-temporal. La contribucion espacial al estimador es K'Qy , y
la contribucion temporal es AW'x,.. Notese que cada contribucion esta pesada por su

precision relativa Q y A, las cuales son estimadas a partir de los datos. Esto significa
que el estimador de la DCP se deriva de una deconvolucion espacio-temporal

regularizada automaticamente. Una dificultad practica con la ecuacién (3.10) es que la
matriz de covarianzas ij.t tiene dimensiones GxG . Esto constituye por lo tanto un

problema. En el Anexo C, presentamos una solucion factible con el uso de la
Descomposicion en Valores Singulares y del teorema de inversion matricial.

Una alternativa para este calculo es ignorar el término de regularizacion en (3.10).
Vemos entonces que )A:j[Kszz(KszK) K'Q=B!, lo que es equivalente a los

llamados meétodos beamformer (Robinson y Vrba, 1999). La ecuacion (3.10) nos

muestra entonces que el estimador de la DCP usa predicciones beamformer By, , que

se modifican usando un modelo temporal. Como veremos mas adelante, esto nos
permitird estimar fuentes correlacionadas temporalmente, lo cual no es posible con los

métodos beamformer tradicionales.
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3.4.3 Actualizaciones de los coeficientes de regresion

Las actualizaciones para los coeficientes de regresion estan dadas por

£, =(AX'X+d,diag (&) (3.11)

W, = iwg (iXTjg_ +diag (&)rg)
donde 1 y a se definen mas adelante, d,, es el g-ésimo elemento diagonal de D,y r,

es la suma pesada de los estimadores para los coeficientes de regresion vecinos

r,= > dg W (3.12)

9'=l.9'#g
Aqui d,, representa el elemento (g,g’) de la matrizD. La expresion para w, , en

(3.11), indica por lo tanto que los estimados de los coeficientes de regresion en un
generador dado, dependen de los coeficientes en los generadores vecinos. Este es el
efecto deseado de la distribucion a priori espacial y se preserva a pesar de la
factorizacion asumida en la distribucion a posteriori aproximada. Al igual que para la

DCP, esta ecuacion puede interpretarse como la combinacion de una contribucion
temporal ﬁXTjg, y una espacial diag (&)rg dada por la distribucion a priori. De nuevo,
cada contribucion se pesa por su precision relativa. Por otro lado, el término XTjg,

implica que los valores de la DCP deben estar disponibles en todos los generadores y
para todos los instantes de tiempo. A pesar de que esta informacion es totalmente
asequible (y es de hecho el objetivo central de la reconstruccion de fuentes), es

computacionalmente ineficiente almacenar tales datos durante la estimacion de los
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parametros. En su lugar, se puede lograr un ahorro computacional al proyectar los datos
Y sobre la matriz de disefio X como se muestra en el Anexo C.

Finalmente, la actualizacién para la covarianza en la ecuacion (3.11) muestra que las
unicas contribuciones fuera de la diagonal se deben a la matriz de disefio. Por lo tanto, si
las funciones base temporales se seleccionan ortogonales, entonces esta covarianza a
posteriori sera diagonal, trayendo consigo un ahorro potencialmente grande de memoria
computacional. Un beneficio del enfoque propuesto, sin embargo, es que bases no-
ortogonales pueden ser consideradas. Esto puede permitir una descripcién mas natural y

compacta de los datos.
3.4.4 Precision del modelo temporal para la Densidad de Corriente Primaria

Las actualizaciones para la precision del modelo temporal estan dadas por

q(4)=Ga(4b,

c
post ’ ﬁ-post

- %i[ Wi [+ tr(£, )+sz
Apost Aprior =1 g=1 (3 13)
c, =C, +G—T
post prior 2
A= b, ¢,

Dentro del contexto del anélisis de los PREs, estas expresiones conducen a un estimado
de la varianza de la actividad espontanea en el espacio de fuente (47'). El término

N

tr ():jd ) puede ser computado de manera eficiente como se describe en el Anexo C.

3.4.5 Precision del ruido experimental

Las actualizaciones para la precision del ruido en los sensores estan dadas por
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q(o-m):Ga(O-m;bam’Cam)
T ~ A
SR Y P

S (3.14)

-
cC,=C, +—

Om O prior 2

o, = b, c,
Estas expresiones conducen a un estimado de la varianza del ruido de observacion en el
sensor m &'. El término kInf:j.[km, puede ser computado de manera eficiente como se
describe en el Anexo C.

3.4.6 Precision de la distribucion a priori para los coeficientes de regresion

Las actualizaciones de la distribucion a priori espacial estan dadas por

q(“k)z Ga(ak;bak ’Cak)

1 1 TR <
= - +—HDWTk Hz + z d g Sk
b, b, 2 oL (3.15)
G
C =C +—
ay Qprior 2
C‘ék = bak Cak

donde s, es k-ésimo elemento diagonal de X = Al igual que en los casos anteriores,

W,
estas expresiones conducen a un estimado de la varianza espacial de los efectos de

interés (&, ") y puede ser calculada de manera eficiente.

3.4.7 Ajuste del modelo usando la Energia Libre Negativa

Para resumir, nuestro modelo de reconstruccion de fuentes se ajusta a los datos al aplicar
iterativamente las ecuaciones de actualizacion anteriores hasta que el cambio en la
energia libre negativa F sea menor que una tolerancia dada. La expresién para F en

nuestro caso tiene la forma
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F =L, ~KL[a(®)]p()]-KL[a(W)[p(W)]-

~KL{q(a)]p(e)|-KL[a(2)[p(2)]-KL[a(s)|p(s)]

donde L,, es la log-verosimilitud promedio y los términos KL son las divergencias o

(3.16)

distancias de Kullback-Liebler entre las distribuciones a posteriori aproximadas y las
distribuciones a priori. Las expresiones para todos los términos de la ecuacion (3.16) se
obtienen en el Anexo C. El valor de F puede usarse ademas para optimizar diferentes
aspectos del modelo, como el nimero de funciones base usadas en el MLG temporal

para la DCP.

3.5 Resultados

Esta seccion presenta algunos resultados de la aplicacion del método propuesto tanto en
simulaciones como en datos experimentales de EEG, asi como la comparacion de los
mismos con el método LORETA (ver Capitulo 2). En lo siguiente, nos referimos al

nuevo enfoque como “BV-MLG”.

3.5.1 Simulacion de Potenciales Relacionados a Eventos

Utilizamos nuestro generativo para simular una actividad similar a un PRE usando los
regresores que se muestran en la Figura 3.2. Un regresor imita un componente temprano
(azul), mientras que el otro simula un componente tardio (rojo). Noétese que los
regresores usados tienen un grado de correlacion significativo (Corr =0.48). Estos
regresores fueron derivados de un modelo de masa neural que describe actividades en
una red de areas corticales distribuida (David y Friston, 2003). Esto le brinda a las

simulaciones un grado de credibilidad bioldgica.
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Figura 3.2 Perfiles temporales (izquierda) y espaciales (derecha) de las fuentes simuladas.

Las distribuciones espaciales de los dos coeficientes de regresion usados se muestran
también en la Figura 3.2, y consisten de funciones Gausianas espaciales, con una
amplitud méxima de 10, y un FWHM de 20mm, localizadas en diferentes regiones de la
corteza cerebral. Como resultado se obtienen dos configuraciones espaciales de DCP,

con evoluciones temporales diferentes.

PRE
0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

Voltaje (V)
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) ; ; i ;
0.08, 100 200 300 400 500
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Figura 3.3 Arreglo de 128 electrodos correspondiente al sistema BioSemi ActiveTwo (izquierda) y

PRE simulado (derecha).
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El espacio de los sensores se definié usando M =128 electrodos del sistema BioSemi
ActiveTwo que se muestra en la Figura 3.3. Usamos el modelo de tres esferas
conceéntricas para calcular el CG eléctrico (Rush y Driscoll, 1969). Las esferas fueron
ajustadas al cuero cabelludo, el craneo y el tejido cerebral de un cerebro “tipico” de la
base de datos del Instituto Neurol6gico de Montreal (Evans y col., 1993). El espacio de

fuente consistié de una malla de G =10,242 puntos correspondientes a los veértices de

triangulos obtenidos mediante el teselado de la superficie correspondiente a la interface
entre la corteza y la sustancia blanca del propio cerebro.

Generamos entonces 10 repeticiones de datos sensoriales usando una RSR de 10y 40 en
los sensores y en los generadores respectivamente. Aqui definimos la RSR como la
relacion entre la desviacion estandar de la sefial y la desviacién estandar del ruido. Cada
repeticion consistio de un segmentos de sefial de 500ms de duracién producido con un
periodo de muestreo de 5ms, resultando un total de 5000ms de EEG. Los datos fueron
luego promediados sobre todos los ensayos (segmentos) para calcular el PRE que se

muestra en la Figura 3.3.

p— Prim.er CP (Je] datol e —
—— Reconstruccién con 43 = .
0.01 wavelets S — =

-0.01

-0.02

-0.03 : : : :
0 100 200 300 400 500 600 Funciones wavelet de la base temporal
Tiempo (ms)

A B

Figura 3.4 (A) Ajuste del primer CP del dato simulado con la base wavelet de Dabechies de 43 elementos.

(B) Matriz de disefio del MLG temporal usado para modelar la DCP.
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Para definir el MLG temporal de la DCP, extrajimos el primer Componente Principal
(CP) de los datos en los sensores y ajustamos una base de funciones wavelet de
Daubechies a esta serie de tiempo, usando un metodo de seleccion wavelet. Como
resultado del ajuste se obtuvieron K =43 funciones base. El ajuste del CP y la matriz de
disefio construida a partir de las funciones base obtenidas se muestran en la Figura 3.4.

Finalmente, los datos simulados se analizaron entonces usando el método BV-MLG.

DCP Simulada

' 100%

DCP Estimada

0 100 200 300 400 500
Tiempo (ms)

ISO%

I = R
—— T —

Figura 3.5 DCP simuladas y estimadas para los instantes t=100ms y t=205ms del dato simulado.

Es imposible representar los mapas tomograficos de la DCP obtenida para todos los
instantes de tiempo, por lo que nos limitaremos a visualizar solo la DCP para los
instantes de tiempo de interés. En este sentido, la practica usual en el analisis de PRES
consiste en calcular la DCP para determinados picos de la forma de onda que tienen un
significado fisioldgico en términos del proceso neural subyacente. Como se muestra en
el PRE de la Figura 3.3, existen dos picos de interés alrededor de las latencias t =100ms
y t=205ms. Las DCPs simuladas para estas latencias, se representan en la Figura 3.5.
Como se puede apreciar, el primer pico esta asociado con la activaciéon simultanea de las

dos configuraciones de fuentes, mientras que al segundo contribuye solo una (Figura

75



3.5). Esto es compatible con la DCPs estimadas en ambos casos, las cuales también se

muestran en la figura 3.5.

3.5.2 Efecto del modelo temporal para la Densidad de Corriente Primaria
Para evaluar el aporte de la informacion temporal al calculo de la DCP en el dato
simulado, necesitamos reducir el método BV-MLG al caso instantaneo. Esto se logra si

asumimos X=1I, y Z=0 en el segundo nivel de nuestro MGP, con lo cual significa

que la DCP es idénticamente igual a los coeficientes de regresion. Esto reduce el MGP
de tres niveles que hemos propuesto, a un modelo de dos niveles del tipo descrito en el
Capitulo 2. En el nivel superior se genera la DCP a partir de la distribucion a priori
espacial (3.5) sobre los coeficientes de regresion y en el nivel inferior los datos son
generados entonces a partir de la funcion de verosimilitud (3.3). Ademas, tendremos
tantos coeficientes de regresion a estimar en cada generador como nimero de instantes
de tiempo en la sefial (K =T ), por lo que el célculo se reduce a estimar la DCP en cada

instante de tiempo de manera independiente.

1
09¢r
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03r
0.2t
0.1F

0

— BV-MLG
— LORETA

Sensibilidad

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
1-Especificidad

Figura 3.6 Curva ROC de las soluciones BV-MLG y LORETA para t=100ms del dato simulado.

Dada la RM de tipo Laplaciana y la RA cortical asumidas para los coeficientes de

regresion en nuestro modelo, la inversion del MGP de dos niveles descrito es
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equivalente a calcular la solucion LORETA restringida a la superficie cortical en cada
instante de tiempo.La Figura 3.6 muestra entonces las curvas ROC (siglas en inglés de
Caracteristica Operativa del Receptor) de las soluciones BV-MLG y LORETA para el

instante t =100ms. Este es un grafico de Sensibilidad contra 1- Especificidad y fue

generado declarando un generador como activado si el mddulo de la solucion
normalizada era mayor que un umbral arbitrario. EI umbral se varié de 0.1 a 1 para
producir cada punto de la curva. Como podemos ver, la consideracion de las
caracteristicas temporales de la actividad se traduce en estimaciones mas sensibles de la

DCP para cualquier nivel de especificidad.

3.5.3 Potencial Relacionado a Evento de procesamiento de caras

Esta seccion presenta un andlisis de datos de procesamiento de caras con EEG obtenidos
por Henson y col. (2003) (Figura 3.7). El experimento involucra la presentacion aleatoria
de imégenes de 86 caras normales y 86 caras borrosas. La mitad de las caras pertenecen
a celebridades (caras familiares) y la otra mitad son caras nuevas, creando tres
condiciones en total. En este capitulo consideramos solo dos condiciones: (i) caras
(familiares o no) y (ii) Caras borrosas. Las caras borrosas fueron creadas mediante la
permutacion aleatoria de las fases correspondientes a la transformada directa de Fourier
2D de la imagen, se calcula después la transformada inversa y se aplica una mascara
usando el contorno de la imagen original. Es decir, las caras normales y las borrosas, se
corresponden en cuanto a propiedades visuales de bajo nivel, como la frecuencia
espacial. El sujeto debe juzgar la simetria de cada imagen con respecto a una linea
vertical imaginaria a través del centro de la imagen. Las imégenes fueron presentadas

durante 600ms, cada 3600mes.
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Figura 3.7 Paradigma experimental de procesamiento de caras.

Los datos de EEG se adquirieron con el sistema de 128-canales BioSemi ActiveTwo y
una frecuencia de muestreo de 1024 Hz. Posteriormente fueron referenciados al
promedio de los electrodos de los I6bulos de las orejas derecha e izquierda y

segmentados desde -200ms hasta +600ms.

Diferencias : — Caras
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Figura 3.8 Diferencia topografica entre las condiciones Caras y Caras borrosas en instante t=160ms

(izquierda) y PRE correspondientes a los electrodos Al y B8 en las dos condiciones.
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Estos segmentos fueron examinados luego en busca de artefactos, definidos como

puntos en el tiempo que excedieran un umbral absoluto de 1204V . Un total de 29 de los

172 segmentos fueron rechazados. Se promediaron después los segmentos restantes para
producir PREs especificos a cada condicion en cada electrodo.

La primera diferencia clara entre caras normales y borrosas tiene un maximo alrededor
de los 160ms, apareciendo como una ampliacién de un componente negativo (N160) en
los canales occipito-temporales (ej. canal B8) o aumento de un pico positivo en Cz (gj.
canal Al). Estos efectos se muestran en forma de un mapa topogréafico de diferencias y
en forma de series de tiempo en la Figura 3.8.

Antes de aplicar el modelo los datos fueron submuestreados y se extrajeron los 128
instantes que siguieron al inicio del estimulo. Estos pasos previos se realizaron ya que
usamos el paquete de programas Wavel ab para generar las bases wavelets. Este paquete
usa un algoritmo piramidal para computar los coeficientes wavelets, por lo que requiere
que la cantidad de instantes de tiempo sea una potencia de dos.

Extrajimos entonces el primer CP de los datos en los sensores y se ajustd luego un
modelo temporal a esta serie de tiempo usando el método de seleccion wavelet, basados
en wavelets de Battel-Lemarie. Como resultado del ajuste se obtuvieron K =23
funciones base. Los PREs de caras y de caras borrosas se concatenaron entonces para
formar un vector de 256 elementos en cada electrodo. La matriz de disefio, se cred
usando dos elementos diagonales de bloques idénticos, que contienen la base Battle-
Lemarie correspondiente al modelo temporal de las dos condiciones experimentales
analizadas (Figura 3.9). El espacio de fuente se definio de la misma forma que para las

simulaciones.
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Figura 3.9 Matriz de disefio del MLG temporal usado para modelar la DCP del dato de
procesamiento de caras

Aplicamos luego el algoritmo BV-MLG y obtuvimos la solucion después de 20 minutos

de procesamiento.

Derecha Frontal Superior

P
"

|50%

Izquierda Posterior Inferior

Figura 3.10 Diferencias entre las DCP correspondientes a las condiciones de Caras y Caras

borrosas en el instante t=160ms del dato de procesamiento de caras.

La Figura 3.10 representa los mapas tomogréaficos de la diferencia caras menos caras
borrosas, para t =160ms. Las imagenes muestran diferencias en el valor absoluto de la
DCP en cada generador. Se us6é un umbral del 50% de la diferencia maxima en este

instante de tiempo. Con este umbral aparecen tres regiones principales de activacién en
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(i) el area fusiforme derecha, (ii) area fusiforme izquierda y (iii) temporal derecha. La
region de mayores diferencias se obtiene en el area fusiforme derecha. Estas
activaciones son consistentes con analisis anteriores de IRMf (Henson y col., 2003) y
MEG, donde resultd que el procesamiento de caras se encuentra lateralizado en el
hemisferio derecho y especialmente en la corteza fusiforme. Adicionalmente, las
activaciones en la regién temporal, aunque no resulta significativa en andlisis de efectos
aleatorios grupal, son sin embargo compatibles con la variabilidad entre-sujetos
observada en este tipo de tarea (Rik Henson, comunicacion personal). Un paradigma

similar para el IRMf, sera analizado en el Capitulo 4.

3.6. Discusion

En este capitulo hemos descrito un nuevo método de reconstruccion de fuentes del
M/EEG que usa un enfoque de deconvolucién espacio-temporal basado en el modelo.
Las fuentes se reconstruyen al invertir un MGP que comprende un proceso temporal y
un proceso espacial. Este enfoque se basa en el hecho de que las sefiales de M/EEG se
dispersan tanto en tiempo como en espacio. Esto proviene de la nocién de que, de
manera general, el M/EEG refleja la actividad neuronal de un sistema dinamico
distribuido espacialmente. En dependencia de la naturaleza de la tarea experimental, esta
actividad puede estar muy localizada o muy distribuida, y su dinamica puede ser mas o
menos compleja. En un extremo, al escuchar por ejemplo estimulos auditivos simples, se
producen actividades cerebrales que se encuentran muy localizadas en tiempo y espacio.
Esta actividad se describe muy bien a través de un dipolo localizado en el tallo cerebral
y que refleja una Unica explosion de actividad neural a t =20ms post estimulo. Tareas

méas complicadas, tales como el paradigma de procesamiento de caras, provocan
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respuestas espacialmente distribuidas y con dinamicas mas complicadas, que aparecen
en el PRE en forma de respuestas sinusoidales amortiguadas. En este capitulo hemos
adoptado la posicion de que, al modelar explicitamente esta evolucion temporal,
podemos obtener mejores reconstrucciones de fuente.

Este punto de vista no es unico dentro de la comunidad de reconstruccion de fuentes. De
hecho, ya existen un nimero de enfoques que también usan restricciones temporales.
Baillet y Garnero (1997), ademas de considerar RAs, han propuesto restricciones
temporales que penalizan diferencias cuadraticas entre instantes de tiempo vecinos
(suavidad temporal). Schmidt y col. (2000) han extendido los métodos dipolares usando
una distribucién a priori que favorece la correlacion en latencias vecinas. Galka y col.
(2004). han propuesto un modelo de filtraje de Kalman espacio-temporal que se
implementa usando modelos AR lineales con relaciones de vecindad. Este trabajo lo ha
extendido Yamashita y col. (2004), quien ha desarrollado un algoritmo LORETA
dinamico donde el paso de filtraje de Kalman se aproxima usando una variante recursiva
de minimos cuadrados penalizados.

En comparacion con estos enfoques, nuestro algoritmo quizés conlleva a restricciones
mas fuertes. Sin embargo, la simplicidad computacional del ajuste de MLGs, junto con
la eficiencia de la inferencia variacional, da como resultado un algoritmo relativamente
rapido. Adicionalmente, el MLG puede acomodar modelos con sinusoides amortiguadas
y con wavelets, que son ideales para modelar respuestas transientes y no-estacionarias.
Por otra parte, las restricciones temporales implicitas en nuestro modelo ayudan a

regularizar la solucién. De hecho, con M sensores, G fuentes, T instantes de tiempo y

. MT .
K regresores temporales usados para modelar un PRE, si K <? el problema inverso
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deja de ser sub-determinado. En la practica, sin embargo, la regularizacion espacial
continuara siendo necesaria para mejorar la exactitud de la estimacion.

En nuestro método, hemos incorporado descripciones fenomenoldgicas bien establecidas
de los PREs. La aplicacion del método al analisis de respuestas inducidas requeriria una
extension relativamente pequefia del esquema propuesto. Esto pudiera dar continuidad al
trabajo de Friston y col., (2005) quienes han extendido el modelo de reconstruccién de
fuentes usual de dos niveles, mediante la introduccion de un tercer nivel para las
respuestas inducidas.

Finalmente, el método propuesto ofrece un marco de andlisis para M/EEG que resulta
muy similar al usado en IRMf. El disefio experimental puede ser codificado en una
matriz de disefio, el modelo ser ajustado a los datos, y varios efectos de interés pueden
ser comparados mediante el uso de contrastes (Frackowiak y col., 2003). Estos efectos se
pueden analizar luego estadisticamente usando MPPs (Friston y Penny, 2003). Es
importante sefialar, que el modelo no necesita ser corregido por los efectos de
comparaciones multiples que estan potencialmente presentes en cualquier juego de
datos; y que las fuentes se estiman una sola vez usando una deconvolucion espacio-

temporal, en lugar de separadamente para cada componente temporal de interés.
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CAPITULO 4

ANALISIS DE IRMf CON RESTRICCIONES

ESPACIO-TEMPORALES
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CAPITULO 4
ANALISIS DE IRMf CON RESTRICCIONES ESPACIO-TEMPORALES

4.1 Introduccion

Como discutimos en la introduccion general de la tesis, el método tradicional de analisis
de IRMf se basa en usar un MLG temporal univariado para explicar la serie de tiempo
recogida en cada elemento de volumen de la imagen (voxel), mientras que las
caracteristicas espaciales se tienen en cuenta de manera arbitraria mediante
suavizamiento espacial de los datos. Por otro lado en el marco del MLG Penny y col.
(2003) describen la auto-correlacion temporal mediante modelacion del ruido de
observacion usando un modelo AR. Para ello estos autores propusieron un MGP que
incorpora tanto el MLG como el modelo AR para el ruido (MLG-AR) y que invierten
posteriormente usando el enfoque BV.

En este capitulo describimos las caracteristicas espaciales de la respuesta hemodinamica
usando la inferencia Bayesiana. Para ello, extenderemos el MGP descrito por Penny y
col. (2003) y que subyace en el método de analisis tradicional de IRMf, para incluir un
componente espacial. Este consiste en imponer distribuciones a priori espaciales tanto
sobre los coeficientes de regresion del MLG, como sobre los coeficientes AR del
modelo para el ruido. Al igual que en Penny y col. (2003), usamos el enfoque BV para

invertir el MGP propuesto. En este sentido, nuestro trabajo es una generalizacion del
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enfoque BV de Penny y col. (2003) para incluir distribuciones a priori espaciales en el

analisis de IRMf.

4.2 Ecuacion de observacion

Denotaremos como la matriz 'Y de dimensiones T x N , un conjunto de datos de IRMf
que consiste de T instantes de tiempo en N voxels. En el marco del MLG, estos datos son
explicados en términos de la matriz de disefio X de dimensiones T x K que contiene K
regresores en T instantes de tiempo, y de una matriz de coeficientes de regresion W, de
dimensiones K x N que contiene K coeficientes de regresion en los N voxels. EI modelo
se escribe como

YT><N = XTXKWKXN +ET><N (41)

donde E es la matriz de errores de observacion, de dimensiones T xN . La n-ésima

columna de W (w_,) contiene por lo tanto los K coeficientes de regresion en el voxel n
y la k-ésima fila de W (w,_), contiene una imagen del coeficiente de regresion k. En el

caso del analisis de IRMf el modelo temporal contenido en la matriz de disefio X se
obtiene mediante convolucion del estimulo con la respuesta hemodindmica. Esta ultima
puede ser modelada usando modelos paramétricos basados en combinaciones de
funciones Gamma ((Friston y col., 1998) o de semi-cosenos (Woolrich y col., 2004), asi
como puede ser derivada a partir de un modelo biofisico como el modelo del Bal6n
(Buxton y col., 1998; Friston y col., 2002). En nuestro caso usaremos la primera de las
variantes mencionadas. En este contexto los coeficientes de regresion W se usan
entonces para modelar efectos de interés asociados con cambios en la respuesta

hemodinamica provocados por la activacion neuronal en cada voxel.
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Los errores seran de observacion en (4.1) seran modelados con un proceso AR de orden
P. El modelo MLG-AR en cada voxel se escribe entonces como

y.,=Xw_+e,
N (4.2)
e, =Ea_ +z,

donde para el n-ésimo voxel a_ es la n-ésima columna de la matriz A de tamafio Px N
de coeficientes AR; z, es un vector Px1 de variables aleatorias Gausianas con media

cero y precision A,y E_ es una matriz TxP de errores de prediccion de los P

n

instantes de tiempo anteriores, es decir, la t-ésima columna de E_ es

n

6 — |:er(]t—l) 1 er(:fz) . er(]t—p):|T (4.3)

4.3 Modelo generativo Probabilistico

Nuestro MGP para el IMRf se muestra graficamente en la Figura 4.1.

o D A

=X, W, tE

K'xN

Y =Xpr XN

Figura 4.1. Representacion gréafica del MGP para datos de IRMf.

A partir de aqui podemos escribir la probabilidad conjunta para los parametros y el dato

como

p(Y.W,A2,0,8)=p(Y[W,A,2)p(W]a) p(A[B) p(2) p(a) P(B)  (44)
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donde el primer término es la verosimilitud y los demas son las distribuciones a priori
para los parametros e hiperparametros del modelo. Todos los términos en (4.4) seran

definidos a continuacion.

4.3.1 Funcion de verosimilitud para los datos

Bajo suposiciones de Gausianidad para los ruidos e, y z,  en la ecuacion (4.2), la

funcién de verosimilitud para los datos se escribe como

p(Y|W'A’;\') = ll[ ﬁ N (ytn _X:—w.n;(ytn _th.n )T a.n’ﬁ“n_l) (45)

t=P+1 n=1

donde X, es una matriz PxK que contiene las P filas de X, previas al instante de
. - T
tlempo t’ y ytn = |:yt—1,n’ yt—z,n”"’ yt—P,n] '

4.3.2 Distribucidn a priori espacial para los coeficientes de regresion

El primer aporte fundamental de nuestro modelo consiste en la incorporacion de
restricciones espaciales sobre los coeficientes de regresion del MLG. Para ello,
introducimos una distribucion a priori espacial similar a la usada en el Capitulo anterior
para los coeficientes de regresion del modelo MLG temporal de la DCP (ecuacion (3.5)).

Es decir

K
p{Wia)= plw,. |
(Wle)=TTp(w. o) s
p(W.|a)=N (wk_;O,ak‘lD‘l)
donde la matriz de precision D la haremos corresponder con la matriz NxN de un
operador espacial y «, es el parametro de escala de la precision espacial para el regresor

k. Esto significa que los coeficientes de regresion pueden tener diferentes grados de

correlacion espacial determinados por el valor de ¢, , que en este modelo, se estima a
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partir de los datos. La regularizacion espacial es por lo tanto totalmente automatica.

Notese ademas que la distribucion a priori esté factorizada sobre los regresores.

4.3.3 Distribucién a priori espacial para los coeficientes Auto-Regresivos

El segundo aporte importante de este trabajo consiste en introducir restricciones
espaciales adicionales sobre los coeficientes AR del modelo para el ruido de
observacion. Esto se logra definiendo una distribucion a priori espacial analoga a la
descrita en el epigrafe anterior, de manera que los coeficientes AR también puedan ser

regularizados espacialmente, es decir

D(A|B)=lp__! p(ap- ‘ﬂp) @)
p(ap, ‘ﬂp)z N (ap.;o,ﬁgls_l)

donde a, son los coeficientes AR de orden p para todos los voxels (p-ésima fila de A).

Al igual que D en (4.6), la matriz S en (4.7) es una matriz de precision espacial

especificada a priori y S, es el parametro de escala de la precision espacial para el p-

ésimo coeficiente AR.

4.3.4 Distribuciones a priori conjugadas para las precisiones

Las precisiones espaciales ¢, estan contenidas en el vector a (K x1). A pesar de que

en este trabajo, cada componente de a se estima Unicamente a partir de los datos,
muchas veces es conveniente poder restringir estos valores a partir de informacion a
priori sobre los mismos. Para esto, definimos la distribucion a priori para e como
K
p(a)=[1p(a) 48)
p(e)=Ga(a;a,,0,)
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Los hiper-parametros se escogen g, =10 y g, =10"'. Esto corresponde a una densidad

Gamma con media 1 y varianza 100. Esta es por lo tanto una distribucién a priori
“relativamente” no-informativa (difusa), reflejando asi nuestra falta de conocimiento

acerca de «,. A medida que se tiene mas experiencia aplicando tales distribuciones a
priori a datos de IRMf, g, y g, pueden escogerse de manera que reflejen este

conocimiento. El hecho de usar este tipo de distribuciones a priori difusas, en lugar de

una distribucion a priori no informativa estandar del tipo

. 1
p(logo, )16 p(o,)=—

Oy
tiene la ventaja de que al contrario de estas Gltimas, las distribuciones difusas son
propias y conducen a distribuciones a posteriori que también son propias. Esta condicion
es indispensable para que el calculo de la energia libre F sea factible.
La distribucién a priori para las precisiones A del error de observacion se define

analogamente como

p(%)=lj p(4)

p(4,)=Ga(4,;u;,u,)

(4.9)

Los valores u, y u, se escogen de manera que p(/in) sea difusa, como en el caso

anterior. La factorizacion en (4.9) asume que no hay correlacion entre las varianzas de
voxels vecinos. A pesar de que esto es poco realista, esta es sin embargo la suposicion

implicita en la mayoria de los andlisis que usan el MLG, dado que para estimar A, solo

se usa el dato en el voxel n (Friston y col., 1995).
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Por ltimo, la a priori para las precisiones espaciales B correspondientes a los

coeficientes AR, se define como

o(0)=I10(s,)
p(B,)=Ga(B,:1.1,)

(4.10)

Al igual que en los casos anteriores, los valores r, y r, se escogen de manera que
p(,Bp) sea difusa. Notese que hemos escogido distribuciones a priori Gamma para todas

las precisiones. Esto se debe a que son distribuciones a priori conjugadas para los

modelos con errores Gausianos, cCOmo es nuestro caso.

4.3.5 Matrices de precision espacial. Casos particulares

Los resultados que mostramos aqui se obtuvieron usando una matriz de precision

espacial D=S=L'L, donde L es el operador Laplaciano. Como vimos en los capitulos
anteriores, este tipo de distribucion a priori impone suavidad espacial penalizando las
segundas diferencias entre voxels vecinos. En este capitulo usaremos solo vecinos
cardinales. Sin embargo, la extension a definiciones de vecindad méas generales es trivial
y se encuentra dentro del alcance del algoritmo de estimacion que presentamos.

Por otro lado, el Laplaciano escogido usa una matriz no singular L (Pascual-Marqui y
col. 1994). Esto es debido primariamente a las condiciones de frontera, es decir, para
datos 2D, los elementos diagonales de L son todos iguales a 4 ain cuando el voxel se
encuentra en un borde y por lo tanto tiene menos de 4 vecinos. Esta no-singularidad es
importante ya que es una condicidn necesaria para evaluar la energia libre F, la cual es
importante para la comparacioén de modelos. Sin embargo, estas condiciones de frontera

que conducen a una sub-estimacion del tamafio de los efectos de interés en los bordes de
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la imagen. En el presente trabajo usamos este tipo de operador espacial en aras de la
simplicidad. Existen sin embargo un namero de a prioris alternativas en la literatura
(Buckley, 1994), las cuales pudieran ser usadas en el futuro.

En este trabajo ademas comparamos la restriccion Laplaciana con algunos casos
particulares de matrices de precision espacial las cuales definen distribuciones a priori
utilizadas comdnmente en la literatura.

Distribucion a priori global

Si el operador espacial es la matriz identidad, entonces nuestra distribucién a priori se
reduce a la distribucién a priori global propuesta en Friston y Penny (2003). Nuestro
algoritmo por lo tanto generaliza el enfoque de ese trabajo.

Distribucion a priori no-informativa

También compararemos la distribucion a priori Laplaciana, con el uso de una
distribucion a priori no-informativa aplicada a datos suavizados. Esto posibilita
comparar nuestros resultados con el método estandar de tener en cuenta las
caracteristicas espaciales de la sefial mediante suavizamiento de los datos; asi como nos
permite apreciar el efecto del suavizamiento en ausencia de cualquier otro efecto
derivado de la distribucion a priori informativa. La distribucion a priori no-informativa

sobre los coeficientes de regresion, la implementamos usando una distribucion a priori

global (D=1 y/o S =1I) con una precision muy pequefia (¢ =10~ y/o g, =10").

4.4 Enfoque Bayesiano Variacional. Aproximacion de Campo Medio

Debido a que la distribucion a priori para los coeficientes de regresion tiene en cuenta
dependencias entre voxels, la a posteriori también incluird estas dependencias. De la

misma forma, debido a que las matrices de disefio no son ortogonales usualmente, la a

92



posteriori sobre los coeficientes de regresion también incluird dependencias entre los
regresores en cada voxel. Asumiendo que las dependencias son de naturaleza Gausiana,
entonces estas pueden ser descritas mediante una matriz de covarianzas a posteriori. El
problema con esto sin embargo es que la matriz tendria dimensiones KN x KN, lo cual
es demasiado grande incluso para las computadoras modernas.

Para evitar este problema, usaremos el enfoque BV descrito en el Capitulo 1 y aplicado
en el Capitulo 3 a un modelo de M/EEG muy similar al que estamos describiendo. En

nuestro caso la distribucion a posteriori aproximada tiene la forma

K P

a(W.akap)=[Ta(w)a()a(z)[ Ta(@ [ Ta(s) @1

k=1 p=1
Hemos propuesto una Aproximacion de Campo Medio donde los coeficientes de
regresion y los coeficientes AR se factorizan sobre los voxels. Esta es la suposicion
clave en nuestro modelo y es esencial para la derivacion de reglas de actualizacion
eficientes para las distribuciones a posteriori aproximadas. Las demas factorizaciones no
constituyen una aproximacion, sino que se derivan automaticamente de la forma de la

verosimilitud y de las distribuciones a priori.

4.4.1 Actualizaciones para los coeficientes de regresion
La distribucion a posteriori aproximada para los coeficientes de regresion en el voxel n

esta dada por

W, =X (An~n+diag(&)rn) (4.12)
+
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Aqui d_, denota los elementos diagonales de la matriz D . Debido a que la distribucion
a posteriori se factoriza sobre los voxels, tratamos entonces con N matrices de
covarianza X, de dimensiones KxK en lugar de una sola con dimensiones

KN x KN . De esta forma, las operaciones matriciales y el almacenamiento se hacen

factibles.
En (4.12), /”Atn es la precision del ruido estimada para el voxel n. Las cantidades An y f)n

son valores esperados relacionados con el proceso AR y el modelo temporal usado

(Penny y col., 2003). Por su parte, r, es un promedio pesado de los coeficientes de

regresion para los voxels vecinos

N
r=— > d, W, (4.13)

n=1,n#n’
donde d,, denota el elemento (n,n") de la matriz D. Notese que estas expresiones son

equivalentes a las actualizaciones de los coeficientes de regresion obtenidas en el
Capitulo 3 para el caso del M/EEG, si tomamos como datos a la DCP estimada en cada

generador. Esta equivalencia es exacta si despreciamos la auto-correlacion temporal del
IRMf, ya que en ese caso tendriamos An =X'X y b, =Xy, . Es decir, el estimador

para los coeficientes de regresion en un voxel dado, es una funcion de la suma pesada
del valor en los voxels vecinos, por lo que se preserva el efecto de la distribucion a priori

espacial, a pesar de la factorizacion asumida sobre los voxels. Asimismo, este estimador

puede ser interpretado como la combinacién de una prediccion temporal by otra

espacial r,, cada una pesada por su precision relativa. En este sentido, al igual que en el
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Capitulo anterior, BV provee una deconvolucion espacio-temporal de los datos de

IMR({., regularizada automaticamente.

4.4.2 Actualizaciones para los coeficientes Auto-Regresivos

Para los coeficientes AR, tenemos

£, =(A€., +s,diag (f;))‘l (4.14)

donde s, denota el elemento (n,n') de la matriz S, mientras que s, denota los

elementos diagonales. Al igual que en la expresion (4.12), las cantidades Cn y fn son

valores esperados relacionados con el proceso AR y el MLG temporal usado (Penny y
col., 2003). Asimismo, la cantidad g,  es analoga a r, en (4.13). De esta forma, las
ecuaciones en (4.14) definen una deconvolucién espacio-temporal para los coeficientes

AR, regularizada automaticamente.

4.4.3 Actualizaciones para las precisiones

Las distribuciones a posterioris para las precisiones espaciales ¢, estan dadas por

q(ak ) = Ga(“k”ﬁlkl@Zk)

Al :l[tr(ﬁwk'D)-f-VAVI.DVAVk.}-Fi

Oy 2 0 (4.15)
0y = E"’ a,

&k = dlquk
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donde X, esuna matriz diagonal de N xN con el n-ésimo elemento igual a &,, . Para

las precisiones de los coeficientes AR, tenemos

q(ﬂp):Ga(ﬂp;ﬁwap)

Ai—l[tr@.a .S)+aT Sa, J+—
M ' 1
N N

r2p E+r2

ﬂk :f-lprp

1 G, 1
=7+t
U, 2 U
a —T+u
2n 2 2
;Ln:ulnuzn

4.4.4 Célculo de la Energia Libre Negativa o evidencia del modelo

(4.16)

(4.17)

La energia libre negativa F o evidencia del modelo, se calcula como se muestra en el

Anexo D. Esta cota puede ser usada para la seleccion y/o promediacién de modelos

(Capitulo 1). En principio, F puede ser usada para optimizar cualquier aspecto de

especial interés en el modelo, como la matriz de disefio o los operadores espaciales. En

este trabajo, se usa para comparar distribuciones a priori espaciales contra no espaciales.

El algoritmo se inicializa usando estimadores de minimos cuadrados ordinarios para los

coeficientes de regresion y AR que se obtiene omitiendo la distribucion a priori espacial,

en ambos casos. Posteriormente, todas las cantidades se actualizan de manera iterativa

usando las ecuaciones (4.12), (4.14), (4.15), (4.16) y (4.17) hasta la convergencia, la

cual se define como un incremento menor de un 1% en F. En la préctica, la
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convergencia ocurre frecuentemente después de cuatro iteraciones. El trabajo empirico
gue presentamos, usa modelos AR de orden P =3. A pesar de que este valor se escoge
aqui a priori, este puede ser estimado usando F, como se describe en Penny y col.

(2003).

4.5 Resultados

4.5.1 Simulacién de Gausianas espaciales

En este conjunto de simulaciones comparamos el uso de la distribucién a priori
Laplaciana con respecto a la global y a la no-informativa con suavizamiento de los
datos. Omitiremos por ahora el aspecto AR del modelo, dado que nos concentraremos

solo en el dominio espacial.

(a) (b)
(c) (d)
Figura 4.2 (a) Coeficientes de regresién simulados. Estimacién usando: (b) distribucién a priori

no-informativa en datos suavizados, (c) distribucion a priori global en datos crudos y (d)

distribucion a priori Laplaciana en datos crudos.

Usamos una matriz de disefio de dos regresores, el primero es un tren de pulsos con un
periodo de 20 puntos en el tiempo y el segundo una constante. Generamos entonces dos
imagenes idénticas de 32x32 de los coeficientes de regresion, cada una formada por

Gausianas espaciales (Figura 4.2a). Esto se construyd, colocando funciones delta en tres
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posiciones y suavizando la imagen con filtros Gausianos con FWHMSs de 2, 3 y 4 pixels
(elemento de area de la imagen 2D). Las imagenes fueron normalizadas con respecto a la
altura de los picos. Usamos entonces estos valores con ruido aditivo Gausiano de
precision A4 =10, para generar una matriz de datos con T=40 y N =1024.
Adicionalmente generamos otro juego de datos, en el que las imagenes en cada instante
de tiempo, fueron suavizadas con un filtro Gausiano (FWHM =3 pixels), para preservar
la varianza de la sefial.

Procesamos entonces (i) los datos suavizados, con un modelo basado en una distribucién
a priori no informativa y datos no suavizados con (ii) una distribucion a priori global y
(iii) una distribucion a priori Laplaciana. Las imagenes del primer coeficiente de
regresion estimado se muestran en la Figura 4.2 La calidad de los estimados, se
cuantific6 mediante el error cuadratico entre los parametros estimados y los reales. La
distribucion Laplaciana resulto en estimados con 66% menos error que la no informativa
y 64% menos error que la global. Comparados con restriccion Laplaciana, los demas
esquemas tienden a subestimar el tamafio de los efectos en regiones activadas En el
centro de la Gausiana, por ejemplo, el tamafio del efecto es 1, y los tamafios del efecto
estimado fueron 0.92 para la Laplaciana, 0.61 para la no informativa y 0.79 para la
global. La superioridad de la distribucion a priori Laplaciana con respecto a la global, se
refleja ademas en la evidencia del modelo, la cual fue muchos 6rdenes de magnitud
superior (diferencia de 857 en la log-evidencia).

Otra perspectiva de los resultados de esta simulacion puede verse en las curvas ROC de
la Figura 4.3 (ver Capitulo 3). Aqui el umbral de activacion se vario en el rango de 0.1 a
0.7 para producir cada punto de la curva. El predominio de los puntos verdes en la

region de alta sensibilidad y alta especificidad (esquina superior izquierda) indica la
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superioridad de la distribucion a priori Laplaciana. Esto es importante ya que indica que

es posible incrementar la sensibilidad, manteniendo una especificidad alta.

009+
008 -
0.97
0.96

Sensibilidad

0.95 Global
Laplaciano
0.94 Suavizamiento
0.93
0.92
0.91
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1 - Especificidad
Figura 4.3 Curva ROC para los datos simulados con Gausianas espaciales

4.5.2 Andlisis de datos auditivos

En esta seccion, el enfoque propuesto, usando la distribucion a priori Laplaciana tanto
para los coeficientes de regresion como para los AR, se aplica al analisis de datos
auditivos de un experimento de IRMf a bloques, que comprende imagenes BOLD/EPI
(siglas en inglés de “Sefial Dependiente del Nivel de Oxigeno / Imagenes Eco-Planares)
adquiridas de un solo sujeto en un sistema 2T Siemens Vision modificado. Cada
adquisicion consistio de 64 cortes (64x64x64 voxels de 3mmx3mmx3mm) y una
serie de tiempo de 96 imagenes recogidas con un tiempo de repeticion TR =7s. Los
bloques alternaron entre las condiciones de reposo y estimulacién auditiva, con palabras
bisilabicas presentadas binauralmente a una velocidad de 60 por minuto.

La matriz de disefio utilizada en el analisis con BV se muestra en la Figura 4.4. Para

buscar los voxels que incrementan su actividad en respuesta a la estimulacion auditiva,

. . T
usamos el contraste univariado ¢ = [1,0] .
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Figura 4.4 Matriz de disefio para el analisis de los datos auditivos..

La Figura 4.5 muestra un MPP de los voxels con efectos por encima del umbral.

Figura 4.5 MPP para la activacion auditiva positiva. Se plotea C, para los voxels que satisfacen
p(c,>0)>1-1/N.
Para buscar incrementos o decrecimientos de la actividad, usamos el contraste

multivariado ¢ :[1, O]T . Esta inferencia usa el enfoque y*descrito en el Capitulo 1. La

Figura 4.6 muestra el MPP correspondiente. Nétese que la actividad se localiza en el
giro temporal superior, donde se encuentra la corteza auditiva, y coincide con los
generadores primarios de la REE auditiva para bajas frecuencias de modulacién del

estimulo (11Hz), obtenidos en el Capitulo 2.
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Figura 4.6 MPP para la activacién auditiva positiva y no-negativa. Es decir, se plotea ;(f para

los voxels que satisfacen p(c, >0)>1-1/N .

4.5.3 Analisis de datos de procesamiento de caras
Los datos analizados en esta seccion asi como una descripcion detallada del experimento

y el pre-procesamiento estan disponibles en http://www.fil.ion.ucl.ac.uk/spm/data. Este

es un estudio de IRMTf relacionado a eventos adquirido por Henson y col. (2002). El
paradigma experimental fue muy similar al descrito en el Capitulo 3 usando EEG. Es
decir, el dato fue recogido durante un experimento en procesamiento de imagenes de
caras. Se presentaron imagenes de caras en niveles de grises durante 500ms,
reemplazando una linea de base formada por un tablero de ajedrez de forma ovalada, que
fue presentado durante todo el intervalo inter estimulo. Algunas caras eran de personas
famosas, y eran por lo tanto familiares al sujeto, mientras que otras no lo eran. Cada cara
fue presentada dos veces. Las imagenes fueron adquiridas cada dos segundos usando el
mismo sistema que en la seccion anterior y consistieron de 24 cortes transversales,
resultando en un total de T =351 instantes de tiempo. Todas las imagenes funcionales

fueron entonces sometidas a un pre-procesamiento estandar para el realineamiento,
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normalizacion y correccidn temporal de las mismas, asi como el filtraje de las series de
tiempo adquiridas.

Los datos fueron analizados entonces con el método BV propuesto usando la matriz de
disefio mostrada en la Figura 4.7 y con a priori Laplaciana tanto para los coeficientes de
regresién como para los AR. Las primeras 8 columnas de la matriz de disefio contienen
regresores relacionados con el estimulo. Esto corresponde a las cuatro condiciones
experimentales, donde cada tren de estimulos fue convolucionado con dos bases
hemodindmicas diferentes (i) la Funcion de Respuesta Hemodinamica canonica y (ii) su
derivada temporal. Los siguientes 6 regresores describen el movimiento de los sujetos en

el equipo y la dltima columna modela la respuesta media.

(b}

1
Al
h'\H

o

5 10 15

Figura 4.7 (a) Contraste multivariado usado para la prueba de hipétesis de cualquier efecto de

caras. (b) Matriz de disefio para el anélisis de los datos de procesamiento de caras.

La Figura 4.8 muestra un mapa del estimado para el primer componente AR. Este
presenta una alta heterogeneidad, lo que justifica nuestra suposicién de que los
coeficientes AR varian espacialmente. La variacion espacial estimada es suave, debido a

la distribucion a priori espacial. La Figura 4.9 muestra el MPP correspondiente al efecto

102



principal de caras, que fue obtenido usando la matriz de contraste multivariado de la

Figura 4.7.

Figura 4.8 Imagen del primer coeficiente AR, estimado para del dato de procesamiento de caras.

Notese la similitud con los resultados obtenidos en el Capitulo 3 para la reconstruccién
de fuentes usando BV-MLG para EEG durante un paradigma experimental muy similar.
En ambos casos, el procesamiento de las caras estd lateralizado hacia el hemisferio

derecho y en particular hacia la corteza fusiforme.

Figura 4.9 MPP que muestra los voxels donde el estadigrafo ;(2 sobrepasa el umbral, para

cualquier efecto de caras.
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4.6 Discusion

Hemos propuesto un procedimiento de inferencia y estimacion Bayesiano para series de
tiempo de IRMf, basado en modelos MLG-AR. La contribucion novedosa consiste en
incorporar distribuciones a priori espaciales sobre los coeficientes de regresion y AR, lo
cual encierra nuestro conocimiento de que las respuestas evocadas son espacialmente
homogéneas y localmente contiguas. Nuestro modelo generaliza trabajos anteriores
sobre la estimacidn voxel a voxel de modelos MLG-AR, que usan distribuciones a priori
no informativas (Penny y col., 2003) y distribuciones a priori globales (Friston y Penny,
2003).

Comparado con el enfoque estandar basado en suavizar los datos, nuestras simulaciones
muestran que el algoritmo BV con distribuciones a priori Laplacianas tiene mayor
sensibilidad para cualquier nivel dado de especificidad. De nuestros resultados
concluimos que actualmente, la mejor forma de estimar el tamafio de los efectos de
interés de manera precisa, es mediante el uso de distribuciones a priori Laplacianas.

El presente modelo puede ser extendido en varias direcciones. Un problema de las
distribuciones a priori Laplacianas por ejemplo es que mezclan magnitud y suavidad. Es
decir, hay un solo parametro que controla ambos aspectos. Una alternativa prometedora
es el uso de distribuciones a priori wavelets donde los niveles gruesos determinan la
magnitud, y los niveles de detalle determinan la suavidad. Por otra parte las
ditribuciones a priori Laplacianas no tienen nocion de localizacién o de frecuencia
espacial, por lo que son incapaces de captar variaciones espaciales de suavidad que
provienen de diferencias regionales en la vasculatura o la anatomia funcional. De nuevo,

los wavelets ofrecen una alternativa prometedora.
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CONCLUSIONES

Los modelos y metodos expuestos nos permitieron cumplir los objetivos propuestos

inicialmente. En particular:

El método PBM basado en el esquema de la evidencia, permite considerar la
incertidumbre asociada con la eleccion de la RA en la solucion del Pl del
M/EEG.

El MGP propuesto para la reconstruccion de fuentes del M/EEG con
distribuciones a priori espaciales y temporales para la DCP, permite hacer
inferencias mas sensibles y precisas sobre las fuentes generadoras del
M/EEG, comparado con los métodos tradicionales que solo usan
distribuciones a priori espaciales.

La inclusion en el MGP tradicional usado en el andlisis de IMRf, de
distribuciones a priori espaciales sobre los coeficientes de regresion del MLG
y sobre los coeficientes AR del modelo para el ruido de observacion, permite
realizar inferencias mas sensibles y precisas sobre los efectos de interés
asociados con un cambio en la respuesta hemodinamica producto a la
activacion neuronal relacionada a un estimulo.

El enfoque BV usado para invertir los MGPs propuestos para el analisis de
M/EEG y de IMRf, conlleva a una deconvolucion espacio-temporal eficiente
de estos tipos de actividad, preservando en todos los casos el efecto deseado
de las distribuciones a priori sobre los parametros de interés, a pesar de la
Aproximacion de Campo Medio asumida sobre las distribuciones a posteriori

correspondientes.

105



RECOMENDACIONES

A partir de los resultados obtenidos es posible hacer varias recomendaciones tanto desde

el punto de vista del desarrollo tedrico futuro de los métodos propuestos, como desde el

punto de vista de la aplicacion practica de los mismos. Desde el punto de vista teorico

recomendamos:

En el caso del método PBM presentado en el Capitulo 2, incorporar
distribuciones a priori informativas sobre las diferentes RA, que pueden
definirse usando las probabilidades de activacion calculadas a partir de un
estudio previo de IRMf para el mismo paradigma experimental.

Extender el MGP usado en el Capitulo 2 con un modelo de mezclas sobre la
DCP, donde una variable binaria indicaria el estado “activado” o no
“activado” de una determinada region anatémica. En el caso limite donde las
regiones consideradas sean los voxels de la imagen, esto definiria modelo de
clusterizacion donde las regiones que intervienen en la actividad se obtienen
de manera automatica a partir del dato, sin necesidad de una segmentacion
anatomica pre-determinada. Este tipo de MGP pudiera invertirse de manera
eficiente usando el enfoque BV.

Extender el MGP espacio-temporal del M/EEG, para incorporar la
optimizacion de la base temporal utilizada en lugar de pre-definirla a partir
de un procesamiento a priori de los datos. Esto pudiera lograrse,
incorporando el modelo de seleccion wavelet como parte de la jerarquia del
MGP, de manera que es posible en principio obtener el conjunto minimal de

funciones base wavelets del MLG temporal, durante la inversion del MGP.
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iv. Aplicar el MGP espacio-temporal del M/EEG al anélisis de la actividad
inducida. Esto es factible gracias a la posibilidad que brinda el método
propuesto de modelar la variabilidad intra-sujeto mediante la consideracién
explicita de cada repeticion del experimento.

V. Desarrollar métodos de andlisis para datos adquiridos de manera simultanea,
aprovechando la similitud entre los modelos generativos espacio-temporales
propuestos para el M/EEG y el IRMT.

Finalmente, desde el punto de vista de la aplicacion practica de los resultados del trabajo
de tesis, sefialaremos que la eficiencia, sensibilidad y especificidad de los métodos
propuestos los convierten en una solucion prometedora no solo para la investigacion
cientifica, sino también para el analisis de datos obtenidos en la practica clinica para el
diagndstico de diferentes patologias, muchas de las cuales necesitan de un diagnostico
rapido y al mismo tiempo preciso. Adicionalmente, la novedad cientifica de los métodos
propuestos, asi como las ventajas que presentan sobre los métodos de andlisis existentes,
hace que su inclusion como parte integrante de paquetes de programas destinados a la
comercializacion, le brinde a dichos productos un nivel de competitividad que los

convierte en una fuente potencial de ingreso de divisas.
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ANEXO A

A.1. Factores de Bayes y probabilidad a posteriori para los modelos

Asumamos que los datos Y provienen de una de las dos hipotesis M, o M,, con
densidades de probabilidad p(Y|M,) y p(Y¥|M,). La inclusién de probabilidades a
priori p(M,) y p(M,)=1-p(M,), produce entonces probabilidades a posteriori
p(M,]Y) y p(M,|Y)=1-p(M,|Y) a través de la consideracion del dato. Del

Teorema de Bayes tenemos

i p(Y[M,)p(M,)
p(Mk|Y)_ p(Y|Mo) p(M0)+ p(Y||\/|1) p(Ml)

(k=0,)

de donde

En esta expresion el factor

, (A1)

se denomina Factor de Bayes. Basados en esta definicién, el Factor de Bayes puede
interpretarse como la evidencia que el dato provee en favor de un modelo en

comparacion con otro. Cuando B; >1, el dato favorece el modelo i sobre el j y cuando
B; <1, el dato favorece al modelo j. Es decir, de la misma forma que se ha desarrollado

una cultura alrededor del uso de los valores p (ej. p<0.05) en la estadistica

frecuentista, los Bayesianos se han desarrollado alrededor del uso de los Factores de
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Bayes. En Raftery (1995) por ejemplo, el autor muestra una interpretacion de los
Factores de Bayes que se muestra en la tabla A.1. Es decir, dado hipotesis candidatas i y
J, un Factor de Bayes de 20 corresponde a una creencia del 95% en la afirmacion “la

hipdtesis i es verdadera”. Esto corresponde a una evidencia fuerte a favor de i.

Tabla A.1 Interpretacion de los Factores de Bayes.

B; p(k = i|Y) (%) Evidencia a favor del modelo i
la3 50-75 Débil
3a20 75-95 Positiva
202150 95-99 Fuerte
>150 > 99 Muy Fuerte

Cuando consideramos varios modelos M,,M,,...,M, , procedemos calculando el Factor

de Bayes para cada uno de los K+1 modelos, con respecto a uno de los modelos

tomado como referencia (M, por ejemplo), obteniendo B,,,...,B,,. De aqui puede
derivarse facilmente la probabilidad a posteriori de M, como

p(MdY)zf"i k=0,...,K (A.2)

Z ar BrO
r=0

donde a, = p(M,)/p(M,) Y By =1. En general, ¢, se usa para incluir informacion a

priori acerca de la plausibilidad relativa de los modelos.

A.2 Ventanas de Occam

Este algoritmo se basa en definir una ventana de probabilidad para los modelos a

considerar como parte del método PBM (ecuacion (1.6) (1.10)):
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e Un modelo no debe ser considerado si es mucho menos probable a posteriori que

el mas probable de todos, es decir, los modelos que no pertenecen al conjunto

‘max{p(M,[Y)}
T ey

<N, (A.3)

se excluyen del analisis. La constante N es un nimero mucho mayor que 1
(N =20 es a una eleccion usual).

e Apelando a la regla de Occam, modelos compuestos con probabilidad a
posteriori menor que la de alguno de sus modelos componentes, también se

excluyen. Estos modelos estan definidos por el conjunto,

B={M, :3M P(M,[Y)
=IM, :IM, e AM, cM,,—— 251t (A4)
p(M,Y)

De aqui, la probabilidad a posteriori para los parametros en el método PBM se reduce a

2. p(O[Y. M) p(Y|M,)p(M,)
P(olY)== 2. p(Y[M,)p(M,)

MeC

(A.5)

Donde el conjunto C se define como C =A\B (“\” denota exclusién) y se denomina

Ventana de Occam (VO).

Evidencia no
cohcluyente

. . , PO4LY)
o o PM,|Y)

Evidencia en Evidencia fuerte
favor de A en favor de M,

Figura A.1 Ventana de Occam. Interpretacion de la relacion entre las probabilidades a

posteriori.
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La idea esencial de la estrategia de busqueda de los modelos contenidos en C se basa

entonces en la implementacion de dos principios. El primero se relaciona con la
interpretacion de la relacion p(M,|Y)/p(M,|Y), donde M, es un modelo anidado
dentro de M, . La idea esencial se muestra en la Figura A.1. Es decir, si hay evidencia a
favor de M, entonces M, es rechazado, pero para rechazar M, se requiere de una
evidencia suficientemente fuerte a favor del modelo mas complejo M, . Si la evidencia

no es concluyente (cae dentro de la VO) ninguno de los modelos es rechazado. El

segundo principio es que si M, es rechazado, igualmente lo son todos los modelos

anidados dentro de él. La solucion final es independiente del conjunto inicial de

modelos, dado que cualquier conjunto inicial que incluyaa C dara un resultado similar.

A.3 Divergencia Kullback-Leibler
Para densidades q(8) y p(®) la Entropia Relativa o divergencia de Kullback-Leibler

entre q y p es (Cover y Thomas, 1991)

KL[a]p]= J'q )log 9)dﬂ (A.6)

(0)

Esta divergencia satisface la desigualdad de Gibbs (MacKay, 2003)
KL[g|p |20 (A.7)
Donde la igualdad se cumple solo cuando g=p. NoOtese que en general

KL[q|p]#KL[ p|a], por lo que KL no es una medida de distancia.

A.4 Maximizacion variacional de la energia libre negativa
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Escribiremos la energia libre negativa F de manera conveniente usando la

aproximacion de campo medio

F={f(o,)de,

_ . _ , (A.8)
= [(0,)a(0")In p(Y,0)d0"'de, —C" [q(6,)Inq(6;)d6, — H" [ q(,)do,

donde

c' = [q(0")do"
= Ja(0")in(a(0")) o0
Y por lo tanto,
£(0,)=q(0,)[a(6")In p(Y.0)d6" —C'q(6,)Inq(6,)-H"q(6,)  (A9)
Nos interesa encontrar la familia de funciones q(0,) que maximiza el funcional (A.8)

bajo las restricciones

[a(e,)de,-1=0
[a(6;)de,-1=0 (A.10)
Iq(OP)dOP -1=0

Este conjunto de restricciones puede imponerse introduciendo multiplicadores de

Lagrange. El nuevo funcional tiene la forma
If=F+2ﬂ,,(Iq(ei)d9i -1 (A.11)
Y el integrando en (A.9) se transforma en

f=f+> 4q(0) (A.12)
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Consideremos entonces la maximizacion variacional de F con respecto a todas las

q(ﬂi) y 4. La condicion de extremal (SF =0), aplicando el Lema Fundamental del

Célculo Variacional se cumple si y solo si

of _ o -

oq(0,) oq(e.)

I L) a(6,) ,1=1,...,P (A.13)
A _(q(,)do,~1=0

oA

Aqui hemos considerado que la condicién de méaximo con respecto a los A es la

ordinaria. Resolvamos para una funcién q(8,) daday la derivacion para las restantes es

totalmente analoga. De aqui tenemos que

61? \i \i _
m_l(ei)—c Inq(6,)-1+H"+2 =0 (A.14)

donde
1(6,)= j q(6")log p(Y,0)de" (A.15)

A partir de (A.14), tenemos entonces

1 1
q(0,) = - exp [_\. 1 (0, )J (A.16)
exp[l+H\.— ﬂ’{j ¢
c'" C'

Para calcular A4 evaluamos la condicion de normalizacion correspondiente en (A.10) y

resolvemos para A, de donde
\i
y) =1+%— exp[i.l(ﬂi)Jolei (A.17)

Sustituyendo en (A.16) tenemos

125



(A.18)

o

Dado que todas las condiciones de normalizacion en (A.10) tienen que ser verificadas al

mismo tiempo, tenemos que C" =1 y finalmente

exp(1(6;))

q(ﬂi ) i IeXp(I (ﬂi ))dﬂi (A.19)
A =1+H"—[exp(1(0,))de,
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ANEXO B

B.1 Cailculo de la evidencia para los hiperparametros c y 8 en la formulacién PBM

para el PI del M/EEG

A partir de las expresiones (2.5) y (2.6) para la verosimilitud y la distribucién a priori

para j, respectivamente, obtenemos la distribucion a posteriori

ey Ty Y

P(ilvo fMy )= p(Vo, /M) Z

Ny ?.»Ng
donde Z =| % y Z. = Z1 . En (B.1) hemos asumido que la densidad
v G ) ﬁ

multinormal compleja de un vector aleatorio x,, con media p , y covarianza X

px1

esta dada por
N; (=) =7 2] exp( |2 (x-n)[ )

-1
Sumando y restando GZVTK(JKTK+,BHTH) K'v al argumento del exponente en

(B.1) y reagrupando términos,

1
pljlv.o, M )= *
Y ) p(vle.pM)Z,Z, ©.2)
~ ~ 2
vero ool + a2 5 [ (i3 )
donde A=cK'K+SHLH, Yy j, estadada por
iw =cAK'V (B.3)

Es decir, la distribucion a posteriori para la DCP es proporcional a una multinormal con

media E(j|v,a,ﬂ,M):jM y covarianza Var (j|v,o,5,M)=A". De la condicion de
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normalizacion en (B.2) obtenemos entonces la expresion para la evidencia

p(v]o. S M)

exp(_a||v||2 Har,

s o 5

Z,z,

2
Jo

La integral en este caso puede calcularse facilmente dado que no es mas que la constante

de normalizacidn de la distribucion multinormal, es decir

ool )= 2] e o+ AR ) @4

B.2 Evidencia del modelo M

Usando la condicion de normalizacion en la distribucion a posteriori para las precisiones

la evidencia para cualquier modelo M puede ser calculada como
p(v||v|):jp(v|a,ﬂ,|v|)p(a,ﬂ||v|)dadﬁ (B.5)
La integral en esta ecuacion es comunmente dificil de calcular analiticamente, debido a

la complicada forma funcional del integrando. Sin embargo, si —log p(v|j,a,M) y
—log p(j|,8,M) son formas cuadraticas (como en nuestro caso), la funcion

p(v|a,,8, My ) tiene un solo méaximo en los valores modales &, ,3 (MacKay, 1992), y

la integral puede ser aproximada mediante
p(v[M)~ p(v‘&,ﬁ,M)p(&,,@|M)2ﬂAlogaAlogﬂ (B.6)

donde
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(Alog 0)2 ~

X |+

1

S

(Alog B)" = N

son barras de error Gausianas para logo y log . Dado que para la a priori de los
hiperpardmetros hemos asumido una densidad plana sobre logo y log g, estas se

cancelan al calcular el FB correspondiente a dos modelos cualesquiera.
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ANEXO C

C.1 Algunos enfoques para la definicion de bases temporales para M/EEG

C.1.1 Componentes Sinusoidales Amortiguados
Un conjunto de funciones base para PREs puede ser derivado del ajuste de CSAs

(Demiralp y col., 1998). Estos estan dados por

K

Y= 2 WX, (C.1)

k=1

X (t)=exp(jd, )exp(e, + j27 £ )5,
donde j=+-1, t=1..,T, & es el intervalo de muestreo y w,, ¢, o, y f, son la

amplitud, la fase, el amortiguamiento y la frecuencia del componente k. El vector Xy [

formara la columna k-ésima columna de la matriz de disefio. La figura C.1 muestra
como CSAs pueden generar un PRE.

El ajuste de estos modelos a los PREs para diferentes condiciones nos permite hacer
inferencias sobre los cambios relacionados a eventos, en componentes ritmicos
constituyentes. Por ejemplo, en Demiralp y col. (1998), las respuestas a eventos
auditivos infrecuentes, producian amplitudes mas grandes, ritmos delta mas lentos y
componentes theta amortiguados mas lentos, en comparacion con las respuestas a
eventos frecuentes. El ajuste de CSAs, sin embargo, requiere de un procedimiento de
estimacion no-lineal. Soluciones aproximadas también pueden ser halladas usando

algoritmos que requieren dos etapas de estimacion lineal (Osborne y Smyth, 1991).
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Delta (uv) C\/‘—\_
-2+ -
Theta (uV) c/\/‘W-

Alpha (nv) c_\/\/\_/\/\_/\_
PRE (V) c\/_/—/—\_

! I I I
Q 50 100 150 200 250 300 380 400 450 500

Tiempo (ms)
Figura C.1 La figura muestra como las sinusoides amortiguadas pueden modelar los PREs.
Una vez que un modelo CSA ha sido ajustado, por ejemplo al componente principal del

dato en los sensores, los componentes x, ofrecen un conjunto base minimo. La

inclusion de regresores extras a partir de una expansion en serie de Taylor de primer

ox, Ox, 6xk)

orden con respecto a la fase, el amortiguamiento y la frecuencia ( , ,
o¢, Oa, Of,

ofrece una flexibilidad adicional. El uso de esta base expandida en nuestro modelo le
permitiria a estos atributos variar con la localizacion de la fuente. Tales expansiones en
series de Taylor han sido particularmente Utiles en la caracterizacion de la respuesta

hemodindmica en IRMf, mediante el MLG (Frackowiak y col., 2003).

C.1.2 Wavelets

Los PREs también pueden modelarse usando wavelets

K
y= Zkak (C.2)
k=1
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donde en este caso x, son funciones de una base wavelet y w, son los coeficientes

wavelet. Los wavelets proveen un ordenamiento del espacio tiempo-frecuencia que
brinda un balance entre las resoluciones de tiempo y de frecuencia. El factor Q de un
filtro o una funcion base se define como la relacion entre la frecuencia central y el ancho
de banda. Las bases wavelet son escogidas para que ofrezcan una Q constante, lo cual
las convierte en buenos modelos de sefiales no estacionarias tales como los PREs (Unser
y Aldroubi, 1996) y los componentes de EEG inducidos (Tallon-Baudry y Bertrand,
1999). Los bases wavelets se obtienen mediante traslacion y dilatacion de una wavelet
madre. La Figura C.2 muestra wavelets de dos bases ortogonales diferentes, una basada
en wavelets de Daubechies y otra basada en wavelets de Battle-Lemarie (BL). De hecho
los wavelets BL fueron disefiados mediante ortogonalizacion de B-splines cubicos
(Unser y Aldroubi, 1996).

Si K=T, entonces al mapeo y - w se conoce como transformada wavelet, y para

K >T tenemos una base sobrecompleta. Algo mas comun es que tengamos K <T . En
la literatura de PRE, el subconjunto de funciones base especifico es elegido de acuerdo
con el tipo de componente PRE que uno desea modelar. Elecciones populares son los
wavelets basados en B-splines.

En estadistica, sin embargo, es bien sabido que un subconjunto apropiado de funciones
base puede ser seleccionado automaticamente usando un procedimiento conocido como

“wavelet shrinkage” o “wavelet denoising”. Esto se basa en la propiedad de que las

sefiales naturales tales como las iméagenes, el habla o la actividad neuronal pueden ser
representadas usando un codigo sparse que comprenda solo unos pocos coeficientes

wavelet significativos. Las sefiales de ruido Gausiano, sin embargo, producen ruido
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Gausiano en el espacio wavelet. Esto comprende un conjunto completo de coeficientes
wavelet cuyo tamafio depende de la varianza del ruido. Al reducir a cero estos
coeficientes de ruido usando un procedimiento de umbraleo (Donoho y Johnstone, 1994;
Clyde y col., 1998), y transformar de nuevo al espacio de la sefial, se puede eliminar el

ruido de los datos. Esto es equivalente a definir un modelo temporal.

03 04
[ T
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o 02
& o
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0
2.1
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m me
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Figura C.2 Los graficos muestran wavelets de una base Daubechies de orden 4 (izquierda) y de

una Battle-Lemarie de orden 3 (derecha).

C.1.3 Andlisis de Componentes Principales
Una base apropiada también se puede extraer a partir del Analisis de Componentes

Principales (ACP) de los datos. Trejo y Shensa (1999) por ejemplo, aplicaron el ACP y
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la rotacion varimax a la clasificacion de PREs en una tarea de deteccion de sefales. Sin
embargo, ellos encontraron que la mejor clasificacion podia ser obtenida usando una

base wavelet Daubechies.

Las descomposiciones ACP también se usan en el enfoque MUSIC (siglas en inglés de
Clasificacion de Sefiales Multiples) (Mosher y Leahy, 1998). La dimension de la base se
selecciona para separar los subespacios de la sefial y el ruido. La reconstruccion de
fuentes se basa entonces en la sefial, usando la informacion sobre el ruido para obtener
mapas estadisticos pseudo-z.

Friston y col. (2005) también usaron un procedimiento basado en ACP que les permite

disefiar su propia base local centrada alrededor de un punto de tiempo de interés.

C.2 Cilculo de las actualizaciones para los parametros del modelo espacio-

temporal para la reconstruccion de fuentes de M/EEG (Capitulo 3)

En este anexo aplicaremos el enfoque BV para calcular las expresiones de actualizacién
para los pardmetros de las distribuciones a posteriori aproximadas. Se trata entonces de
usar la expresion (3.2) para la densidad conjunta y calcular entonces la integral (1.17),
teniendo en cuenta la factorizacion de la a posteriori aproximada (3.7) (Aproximacion de
Campo Medio). Con estos datos, es posible entonces obtener las actualizaciones para los

parametros de la distribucidn a posteriori aproximada.

C.2.1 Actualizacion para la DCP

La forma de la integral | (J) puede demostrarse que se reduce a:

~ 2
j.—W'x,.| +Const

i
1(3)==>|Iv. —Ki.]
t=1

T
o
3

t=1
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donde Const incluye términos que no dependen de J. De aqui vemos que la
distribucion a posteriori aproximada para la DCP, se factoriza de manera natural sobre

los instantes de tiempo

con media y covarianzas dadas por

o= (K@K + 1) (K Oy, +AW'x, (C3)

J

z, =(K'OK+ il)il

C.2.2 Actualizacion para los coeficientes de regresion

Debido a la factorizacion sobre los generadores que asumimos para W, es conveniente
expresar la log-densidad conjunta como funcion explicita de los coeficientes de
regresion en el g-ésimo generador. Después de integrar sobre el resto de los parametros,

A, J Yy a,tenemos

T G

A3 (G —xiw., ) —WIB, W, +Const (C.4)

t=1 g=1

Aqui w,_ es un vector de tamafio [K x1], que contiene los parametros de regresion en el
generador g, w, es de tamafio [GK xl] que se define como w, =vec(W) y B, esuna

matriz de dimensiones [GK xGK], definida como B, =D®diag(a). El segundo

término de (C.4) puede desarrollarse por generadores,

G G
w B w, = Z[dggWTQdiag (@)W, +Ww, > ddiag (&)W,Q,J

g=1 9'=1,9'#g
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y después de integrar por los coeficientes de regresion en todos los generadores excepto

el g-ésimo, tendremos que | (wg) puede escribirse como

.
~ . 2 1 . 1
I(w,g):—;tz;(Jgt—xtT,w_g) —d,, (w_g +d—rgJ dlag(oz)Lw_g +d—rg]+Const (C.5)

99 99

9'=1,9'#g
De aqui vemos que la distribucion a posteriori aproximada para los coeficientes de

regresion en el generador g, es una distribucion normal dada por

N

q(w.y)=N(wyivy E, )
iw.g:(ixTxm diag (& ) (C.6)

W =X, (lXTJg +diag(a)r, )
Donde jg, es la serie de tiempo estimada en el generador g.

C.2.3 Actualizacion para la precision del MLG
La log-distribucion conjunta, como funcion de la precision A, obtenida a partir de (3.2)

tiene la forma

[%GT+C%W—1)I09( )_bi_ ZHL W'x H +Const

prior

Donde Const incluye términos que no dependen de A. Después de integrar por el resto

de los parametros, la integral | (/’t) se puede escribir como
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1(2) :(%GT +C, . —1)I09(,1)_ b/”t

A T 2 - G (C7)
—EZ( +trace(ij'l)+2xff:
t=1

g=1

I 3T
J.—Wx,

Aqui hemos utilizado que

N
.

[a(i.)il.di, =trace| i} +E,, | =1, +trace(E, )

y que
J‘q(w.g )W_gw.ngwg = vAv.gvAv_Tg + ﬁ‘.w.g

A partir de (C.7) vemos que la distribucidn a posteriori para la precision del MLG es una

distribucién Gamma definida como

q(4)= Ga(/l; b, . Ci. )
bl :bl +%i[ i-W'x, 2+tr(ﬁ:j.t)+ixl)iw.gxt,j
s Do t=1 ' (C.8)
Crw =C0, E
A=b, c,

C.2.4 Actualizacion para las precisiones del ruido de observacion

La log-distribucion conjunta, como funcion de las precisiones o, tiene la forma

T

T M o, O, Y
(E+cgprior—1j2[log(am)—b —7Z(ymt—kfn,lt) J+Const

m=1 o prior t=1

donde k[ es lafila m de la matriz del Campo Guia, y Const contiene términos que no
dependen de o. Integrando por todos los demas pardmetros, tenemos que la integral

| (¢) toma la forma
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 prior t=1

M T A~ ~
(%erior 4};['09(%)—% (b 1 +%Z(ymt ~K'j, )2 +%k]n.):jlkm.]]+Const

Como vemos, la distribucion a posteriori para las precisiones del ruido de observacion,

se factoriza sobre los sensores y esta definida como:

donde

Om 0-pricr t=1 (Cg)
T
c, = +—
Oy S prior 2
o,=b cC

C.2.5 Actualizacion para las precisiones espaciales
La log-distribucion conjunta, como funcion de las precisiones ¢, tiene la forma
(3 a
Z{(EG +C, prior _1j |Og (ak ) _b—k
k=1

« prior

—a,w, Dw,. :l +Const

donde Const incluye términos que no dependen de a. Después de integrar sobre todos

los demas parametros, tendremos que | (a) se puede escribir como

K13 1
z (—G +C.y prior —1] log (e, )—
|\ 2 b,

« prior

G
+ W DW, + > d s, H +Const
g=1

138



donde s, es el k-ésimo elemento diagonal de la matriz £  De aqui vemos que la

W.g
distribucion a posteriori para las precisiones espaciales, se factoriza sobre los regresores

de manera natural, y esta definida de la siguiente forma

q(ak)zGa(ak;bak,cak)

G
RN P
Qy apnor g:]' (C . 10)
G
Ca = a +—
k prior 2
a, = b, C.,

C.3 Energia libre negativa o Evidencia del modelo generativo de la figura 3.1

La funcion objetivo del algoritmo BV es la cota inferior sobre el logaritmo de la

evidencia del modelo, o energia libre negativa F. Para nuestro modelo F esta dada por

F=L, - KL[q(J)H p(J)]— KL[q(w)H p(w)}— ci
—KL[q(u)Hp(a)]—KL[q(z)Hp(z)]—KL[q(o)Hp(o)]
donde L,, es la log-verosimilitud promedio y los términos KL son las divergencias o
distancias de Kullback-Leibler entre la distribucion a posteriori aproximada y la

distribucion a priori

C.3.1 Log-verosimilitud promedio

La log-verosimilitud promedio en nuestro caso esta dada por

L, = —% log 27 + mzhi;(%(z//(c% )+ log (ba,m )) —&—;Qmj

Q-3

t=1

(C.12)

v.—Ki,[ +tr(Kij.tKT ))

donde y(+) es la funcién digamma (Press y col.., 1992).
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C.3.2 Divergencias KL

Dado que hemos escogido distribuciones a priori conjugadas en todos los casos
(normales para las medias y Gamma para las precisiones), todas las divergencias KL
pueden obtenerse usando resultados estandar para las distribuciones Gamma y Normal,

dados en (Roberts y Penny, 2002).

C.3.2.1 KL para distribuciones Normales

La distribucién normal multivariada esta dada por
N (xi,E) = (27) 4[5 exp(—%(x _u) = (x u)j (€.13)

La divergencia KL para distribuciones q(x)zN(x;uq, ) y p(x)= (x n, X, )

sera entonces

1, 1B 1
KL, [q(x)”p(x)]:glogH+ 2tr(): 'z,
q (C.14)
1 T d
+E(”q "p) Zpl("q ”p)_z
C.3.2.2 KL para distribuciones Gamma
La distribucién Gamma esta dada por
1 x X
Ga(x;b,c)=——— —= C.15
a(x;b,c) O exp( b) (C.15)

La divergencia KL para distribuciones q(x)= Ga(xb c) y p(x)zGa(x;bp,cp)

'7q’ g

estard dada entonces por

Kl [ a(X)|p(x)]=(cq ~1)w (c,)~logh, —c, ~logT(c,)

C.16
+IogF(cp)+cpIogbp—(cp—l)( (cg)+ Iogb) D¢y (€19

p

140



C.3.2.3 Para las precisiones
Para o, o y A estas divergencias se calculan directamente ya que se reducen a la suma
de las divergencias KL entre distribuciones Gamma, las cuales tienen una forma

conocida y son computacionalmente simples de calcular.

KL[a(a)|p(a)] =gKLGa[q(ak)Hp(ak)] (€.17)

KL[a(s)|p(0)] = z Kie,[a(o,)|p(ay)] (€.18)

KL[a(2)]p(4)]=Kie[a(4)[p(4)] (C.19)

C.3.2.4 Para los coeficientes de regresion
Para los coeficientes de regresion, tenemos

KL[a(W)|lp(W)]=KLy[a(w,)]p(w.)]
" kG (€20

= —%Iog‘f:wv ‘ —%Iog|Bw|+%tr(Bw§2wv )+EWVBWWV -

donde

£, :blkdiag([iw_lw-wiw.e])
w, =vec(W)

B, se define de la misma forma que en (C.4) y blkdiag ([ﬁw_l,...,ﬁw_e ]) construye una

matriz diagonal a bloques, con elementos diagonales dados por las matrices

) ,...,ﬁwG. El término problematico en (C.20) es Iog|Bw|, pero sabemos que si X y

W1

Y son matrices de mxm y nxn respectivamente. Entonces |X®Y|=|X["|Y|". De aqui

log|B,,| :Gilog a, + K log|D| (C.21)
k=1
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También podemos escribir

X
W.g

log ‘ﬁ:w‘ = i log
tr(B,Z,, )= tr(d,diag (&), ) (C.22)
g=1
G G
W B W, = (dggv?rngiag(&)v“sr,g+v“srTg > dgg,diag(&)v“v,g,)
g=1,g'#n

Podemos escribir entonces la divergencia como una suma de contribuciones unicas de

cada voxel g
G
KL[a(W)[p(W)]= Z; KW (g) (C.23)
=
KW (g)= —%Iog }iwg —%ilog a, —%Iog|D|+d%tr(diag (&)ﬁ‘.wg)
. = ] . (C.24)
+E(dggv“v£diag (0)W, +Wg gleg;?mdgg,diag (&)vﬁvg')—?
C.3.2.5 Parala DCP
Para la DCP tenemos
.
KL[a(3)|p(J)]= 2 KL, [a(i)|p(i)] (C.25)
G, 12 L1, 1o | ~ (=
KL[a(d)|p(I)]= Elog‘i‘—alog‘zi‘ ‘ +/1tr(234 ) 29
+%(:]:-t _WTXt-)T (jt _VAVTXt-)_9

Aqui las cantidades Iog‘f:j ‘ y tr(ﬁ:j ) pueden ser calculadas eficientemente usando

.t

los resultados de los anexos C.5y C.6.
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C.4 Calculo eficiente de la actualizacion para la DCP

Aun en el caso de discretizaciones no muy finas del espacio de los generadores, se tiene
comunmente G >1000. Esto constituye por lo tanto un problema para la actualizacion
de la DCP segun la ecuacion (C.3). Sin embargo, una solucion factible se puede obtener

con el uso de la DVS. Primero definimos una matriz del Campo Guia modificada

K = QYK y calculamos su DVS

K =UpySpme) Vil (C.27)
Se puede entonces mostrar con ayuda del teorema de inversién matricial
(A+BCD)'=A"-A"B(C?+DA'B) DA
que
x =1 (IG - VST (A1, +88 )f1 SVT) (C.28)

donde SS™ es una matriz diagonal de tamafio M x M . Esta expresion es muy simple de
implementar computacionalmente para el célculo de la DCP en la ecuacion (C.3), es
decir

~ |1 1 ot Tor) werliorn A

i :{;IG—?VS (IM +=S8 j SV }(K Qy, +iW'x, | (C.29)
Aparentemente, tendriamos que ser capaces de almacenar una matriz V que es inmensa.
Sin embargo, dado que la matriz S que multiplicaa V a ambos lados de la inverse tiene
como maximo M valores singulares distintos de cero, es suficiente entonces calcular la
DVS compacta, la cual es muy eficiente computacionalmente, y nos permite utilizar una
matriz 'V de dimensiones GxM al igual que K'. Utilizando entonces un orden

apropiado de las operaciones, los calculos en (C.29) se realizan de manera muy eficiente
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ya que solo tratariamos con multiplicaciones matriciales que nunca excederian

B b

[M ><3G] [3G><T] )

C.5 Calculo eficiente de la traza de la covarianza para la DCP

Usando nuevamente la DVS, tendremos

tr(Z, ):tr((l‘(TKJriI)l) =tr(V(STS+ﬂfI)1 VT)

Jt

Dado que V es ortogonal, tenemos

tr(ﬁ‘.j‘t ) :tr((STS+/{I)l) = i 1 )

i=1 5-2-+i
( i

Teniendo en cuenta nuevamente que solo existen como méximo M valores singulars

distintos de cero,

Mo 1 G-M
tr( ):é(si?+i)+ - (C.30)

Finalmente, notese que hemos usado la DVS completa para garantizar la ortogonalidad
de U y V. Sin embargo, en la practica, solo vamos a tratar con los valores singulares,

por lo que es suficiente con calcular la DVS compacta.

C.6 Calculo eficiente del logaritmo del determinante de la covarianza para la DCP

Usando nuevamente la DVS, tendremos

log ‘)ij ‘ = log ‘I_(TI_( + /il‘_l =—log ‘V (STS + /il)VT

Dado que V es ortogonal, y S'S es diagonal, la cantidad entre barras se puede

interpretar como la descomposicion espectral de cierta matriz, por lo que tenemos
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i=1

Iog‘ﬁ‘.jﬂ ‘ =-log (ﬁ(sﬁ +i))

Tenindo en cuenta nuevamente que solo existen como maximo M valores singulars

distintos de cero,

Iog‘i‘.j_t‘ :—Iog(ie“"ﬁ(sﬁ +i)} (C.31)

i=1

Al igual que en los casos anteriores, es suficiente con calcular la DVS compacta.

C.7 Calculo eficiente de la forma cuadratica k;,ﬁ‘.j_tkm_
Podemos obtener una expresion eficiente para todos los m directamente, utilizando la
magnitud
diag (KX, K")
Utilizando la expresion para la covarianza a posteriori de la DCP, asi como la DVS,
tenemos
diag(Kij'[KT) dlag( -VZUS(STSMI) STUTQ-W) (C.32)

La cual es muy facil de computar. Para el elemento diagonal m tendremos entonces

2

sk
z m'm'Unm: (C33)

"o, 1( +ﬂ)

C.8 Cilculo eficiente de los productos XT]Z

Para poder actualizar los coeficientes de regressions segun la ecuacion (C.6) tenemos
que acceder a la serie de tiempo estimada en todos los voxels, lo cual es demasiado

costoso para las computadoras actuales. Sin embargo, es posible calcular directamente la
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matriz X'J" de tamanno K xG , de manera eficiente, sin necesidad explicita de la serie
de tiempo en todos los voxels. Usando la ecuacion para la DCP en el instante de tiempo
t, tenemos

j.txt. = ﬁ‘.j.! (KTny.txt_ + /ivAVTxt_xtT_)

Sumando sobre t entonces,

ij,txt. = ij.t (KTﬁi VX, + /{VAVT ixt_xf_]

t=1 t=1 t=1

O en forma mas compacta

T A

X'J" =(K'QYX+AW'X'X) £] (C.34)

Los resultados obtenidos més arriba usando la DVS, pueden ser aplicados para calcular

de manera eficiente esta expression. Adicionalmente, es posible pre-calcular las

cantidades YX and X'X, que tienen dimensiones M xK and K x K respectivamente.
Como resultado, hemos evitado tratar con la serie de tiempo estimada en cada voxel e

incluso hemos eliminado la dimension temporal del célculo en (C.34), al tener pre-

calculadas las cantidades YX y X'X. Pare la magnitud XTjg, de interés, solo tenemos

que acceder a la g-ésima columna de X"J7 en (C.34).
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ANEXO D

D.1 Energia libre negativa o Evidencia del modelo generativo de la Figura 4.1

La funcion objetivo del algoritmo BV es la cota inferior sobre el logaritmo de la Energia

Libre Negativa F. Para nuestro modelo F esta dada por

F =L, ~KL[a(W)|p(W)]-KL[q(a)]|p(a)]

~KL[a(a)|p(e) =KL a(x)|p(2)]-KL[a(B)p(B)]

donde L,, es la log-verosimilitud promedio y los términos KL son las divergencias de

(D.1)

Kullback-Leibler entre las distribuciones a posteriori aproximadas y las distribuciones a
priori.

D.1.1 Log-verosimilitud promedio

La log-verosimilitud promedio esta dada por

G (D.2)

n

N |:§)>

NT N TP
L, = _TIOQ 27Z'+ZT(l//(U2n)+ log (u,,))-
n=1
donde w(+) es la function digamma (Press y col., 1992).

D.1.2 Divergencias KL
Dado que hemos escogido distribuciones a priori conjugadas en todos los casos
(normales para las medias y Gamma para las precisiones), todas las divergencias KL

pueden obtenerse usando resultados revisados en los Anexos C.3.2.1y C.3.2.2.

D.1.2.1 KL Para las precisiones

Para a, B y Aestas divergencias se calculan directamente ya que se reducen a la suma

de las divergencias KL entre distribuciones Gamma, las cuales tienen una forma

conocida y son computacionalmente simples de calcular.
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KL [a(@)]p()] = X K [a(e)[p )] (03)

KL[q(ﬂ)Hp(ﬂ)]=gKLGa[q(ﬁp)Hp(ﬁp)] (D.4)

KL[a()]p(3)] - XK [a(4)[p(2)] 09

D.1.2.2 KL para los coeficientes de regresion

Para los coeficientes de regresion, la expresion para la divergencia es idéntica a la
obtenida en el Anexo C para los coeficientes de regresion del modelo espacio-temporal
para el M/EEG, ya que en ambos casos, la distribucion a priori espacial, asi como la a
posteriori aproximada, tienen la misma forma funcional. Solo habria que sustituir por los

estimadores correspondientes a la media y la covarianza de W . Por lo tanto podemos

escribir

KL[a(W)[p(W)] =ng (n) (D.6)

A
X,

1 A s
KW(n):—EIog 5 tr(dlag(a)Ew.n)

K
—EZIogézk —£I09|D|+
23 2N
. ) . (D.7)
+E(dnn€v;diag (@)W, +W], > dmdiag(éz)v“v,ij—E

i=Li#n

D.1.2.3 KL para los coeficientes AR

El mismo razonamiento se puede aplicar para los coeficientes AR. es decir,

p(a,)]

Ba

KL[q(A)[p(A)] =KLy [a(a,)
5 1./ a\ Ll . PN (D-8)
z, +Etr(BaZav)+—aTB a,——

_1|og
2 2 v 2ay 2

——ilog
2

Donde
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B, =S®diag ()
£, =blkdiag([Z, ..., )
a, =vec(A)

Escribiendo (D.8) como una suma sobre contribuciones Unicas de cada voxel, tenemos

KL[a(a)|p(4)]= KA(n)

n

KW(n)z—llog

z,
2

—%glog&k—%IOQ|S|+%tF(diag(ﬁ)ia.n) (D.9)

+%[dma;diag(a)€v,n+€v; Y snidiag(f})ﬁ_i}_ﬁ

i=Li#n 2

149



ANEXO E
Tabla. Resultados del PBM para los dos ejemplos ilustrativos del Capitulo 2. EI nUmero
entre paréntesis en la ultima columna, indica el lugar que ocupa el modelo real en el

ordenamiento dentro de la ventana de Occam segun el valor de la probabilidad del

modelo
Simulacion Sensores Numero de Min Max Probabilidad
modelos del modelo real
EEG-19 15 0.02 0.30 0.11 (3)
Pod+Ta EEG-120 2 0.49 0.51 0.49 (2)
MEG-151 1 1.00 1.00 1
EEG-19 3 0.37 0.30 0.30 (3)
Ta EEG-120 1 1.00 1.00 1
MEG-151 1 1.00 1.00 1
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ANEXO F

Tabla. Abreviaturas usadas en la tésis.

AAP Atlas Anatomico Probabilistico

ACP Analisis de Componentes Principales

AR Auto-Regresivo

BL Battle Lemarie

BOLD/EPI siglas en inglés de Sefial Dependiente del Nivel de Oxigeno / Imagenes
Eco-Planares

BV Bayes Variacional

CG Campo Guia

CP Componente Principal

CSA Componentes Sinusoidales Amortiguados

CSP Corteza Somato-Sensorial Primaria

CVP Corteza Visual Primaria

DCP Densidad de Corriente Primaria

divergencia Divergencia de Kullback-Leibler

KL

DVS Descomposicion en Valores Singulares

EEG Electroencefalograma

EL Error de Localizacion

ELN Energia Libre Negativa

ERG Electroretinograma

FB Factores de Bayes
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FRH Funcion de Respuesta Hemodinamica

FWHM Siglas en inglés de ancho total a mitad de la altura
IRMf Iméagenes de Resonancia Magnética funcional
LORETA siglas en inglés de Tomografia Electromagnética de Baja Resolucién
LORETAr LORETA restringido

M/EEG Magneto/Electro-encefalografia

MAP Maxima A Posteriori

MCMC Monte Carlo por Cadenas de Markov

MEG Magnetoencefalograma

MGP Modelos Generativos Probabilisticos

MLG Modelo Lineal General

MPP Mapas de Probabilidad a Posteriori

MUSIC siglas en inglés de Clasificacion de Sefiales Mdltiples
PBM Promediacion Bayesiana de Modelos

PD Problema Directo

Pl Problema Inverso

PRE Potenciales Relacionados a Eventos

RA Restricciones espaciales anatomicas

REE Respuestas de Estado Estable

RM Restricciones espaciales matematicas

ROC Siglas en inglés de Caracteristica Operativa del Receptor
RSR Relacion-Sefial-Ruido

SPM Siglas en inglés de Mapeo Paramétrico Estadistico
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TRF

Transformada Répida de Fourier

VO

Ventanas de Occam
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ANEXO G

Notacion utilizada en el trabajo de tesis

Denotaremos las matrices y los vectores con letras en negritas mayusculas y minusculas
respectivamente y todos los vectores se asumiran como columnas, mientras que los
escalares se denotaran con letras minusculas inclinadas. Los subindices seran usados

para denotar vectores diferentes o entradas de una matriz o un vector. Por ej., dada una

matriz X, el escalar x; denota el elemento (i, j) de X, mientras que x,; y x,,, denotan

vectores columna formados respectivamente por todos los elementos de la j-ésima

columna y la i-ésima fila de X. El operador diag(x) convierte al vector x en una
matriz diagonal cuya diagonal coincide con x; vec(X) concatena todas las columnas de

X en un Unico vector columna; y X', tr(X), |X]|, ||X||2 y X*denotan operaciones

matriciales de traspuesta (se denotara igual para un vector), traza, determinante y norma

L? y pseudoinversa de More-Penrose. Usaremos x ~ f(x;0) para denotar que la
variable aleatoria x distribuye segun la densidad f con pardmetros 6. También
podemos usar E[x] y E[x|y] para denotar valores esperados tomados sobre las
distribuciones de x, y de x dado y, respectivamente. De la misma forma podemos usar
Var[x] y Var [x|y} para denotar los momentos de segundo orden en cada caso. El

estimador para un parametro cualquiera 0 se denotara como 0. La distribucion Gamma

sobre x, con parametros a y b, se escribird como Ga(x;a,b). En algunos casos

usaremos también ||X||=+/|X|| . EI producto de Kronecker se denotara como ® y X se
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usa para denotar el valor complejo conjugado de x . El resto de la notacion sera aclarada

en el momento de usarse.
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